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Luku 1

Ohjelmointitekniikka

Kisakoodaus eroaa monella tavalla perinteisesta ohjelmoinnista. Koodit ovat ly-
hyita, syotteet ja tulosteet on méaaritelty tarkasti, eika koodeja tarvitse ymmar-
taa eika jatkokehittdaa kisan jalkeen. Lisdksi kisoissa on yleensid hyvin vahéan
aikaa ohjelmointiin. Niinpd monet tavalliset ohjelmistotuotannon periaatteet
sopivat huonosti kisakoodaukseen.

Oleellista kisoissa on, etté koodi on toimiva ja tehokas ja sen saa kirjoitettua
nopeasti. Hyva kisakoodi on suoraviivaista ja tiivistd. Ohjelmointikielen valmis-
kirjastoja kannattaa opetella hyodyntaméaian, koska ne voivat sidédstiaa paljon ai-
kaa. Joissakin kisoissa pystyy katsomaan kisan jalkeen muiden ldhettdmia rat-
kaisuja. Niisté voi oppia paljon kisakoodauksesta.

1.1 Kielen valinta

Talla hetkelld yleisimmét kisaohjelmoinnissa kaytetyt kielet ovat C++, Python
ja Java. Esimerkiksi vuoden 2015 Google Code Jamissa 3000 parhaan osallis-
tujan joukossa 75 % kaytti C++:aa, 15 % kaytti Pythonia ja 11 % kaytti Javaa.
Jotkut kayttiviat myos useita nédista kielista.

Monen mielestd C++ on paras valinta kisakoodauksen kieleksi, ja se on yleen-
sé aina kaytettavissa kisajarjestelmissia. C++:n etuja ovat, etta silla toteutettu
koodi on hyvin tehokasta ja kielen standardikirjastoon kuuluu kattava valikoi-
ma valmiita tietorakenteita ja algoritmeja.

Paras ratkaisu on silti hallita useita kielid ja tuntea niiden edut. Esimerkiksi
jos tehtavéassa taytyy kasitelld suuria kokonaislukuja, Python voi sopia ratkai-
suun paremmin kuin C++, koska Python tukee suoraan suuria kokonaislukuja.
Toisaalta tehtdvien suunnittelijat yrittaviat yleensa laatia sellaisia tehtavia, et-
tei tietyn kielen kayttamisesta ole merkittavaa hyotya.

Kaikki tamén kirjan esimerkit on kirjoitettu C++:1la, ja niissd on kaytetty
paljon C++:n valmiita tietorakenteita ja algoritmeja. Kaytossda on C++:n stan-
dardi C++11, jota voi nykydan kayttdd useimmissa kisoissa.



1.2 Syote ja tuloste

Nykyaéan useimmissa kisoissa kaytetaan standardivirtoja syotteen lukemiseen
ja tulostamiseen. C++:ssa standardivirrat ovat cin lukemiseen ja cout tulosta-
miseen. Tadman lisdksi voi kayttaa C:n funktioita scanf ja printf.

1.2.1 cinja cout

Ohjelmalle tuleva syote muodostuu yleensa luvuista ja merkkijonoista, joiden
valissa on vililyonteja ja rivinvaihtoja. Niita voi lukea cin-virrasta nédin:

int a, b;
cin >> a >> b;

Tama tapa toimii riippumatta siitd, miten luettavat tiedot on jaettu riveille
ja missi kohdin syotetta on valilyonteja.
Vastaavasti tulostaminen tapahtuu cout-virran kautta:

cout << ¢ << "\n";

Jos syotteen tai tulosteen maidrd on suuri, seuraavat komennot ohjelman
alussa voivat nopeuttaa toimintaa merkittavasti:

ios_base::sync_with_stdio(0);
cin.tie(0);

Huomaa myos, etta rivinvaihto "\n" toimii tulostuksessa nopeammin kuin
endl, koska endl aiheuttaa aina flush-operaation.

1.2.2 scanf ja printf

C++:ssa voi kayttaa myos C:n funktioita scanf ja printf syotteen lukemiseen
ja tulostamiseen. Nama funktiot ovat nopeampia kuin C++:n standardivirrat,
mutta niiden kayttdminen on hieman hankalampaa.

Seuraava koodi lukee kokonaislukuja syotteesta:

int a, b;
scanf ("%d %d", &a, &b);

Seuraava koodi taas tulostaa kokonaisluvun:

printf ("%d\n", c);

Yksi tilanne, jossa funktio printf on erityisen kétevi, on liukuluvun tulos-
taminen tietylld tarkkuudella. Seuraava koodi tulostaa muuttujassa x olevan
liukuluvun 9 desimaalin tarkkuudella:

printf("%.9f\n", x);




1.2.3 Rivin lukeminen

Joskus ohjelman taytyy lukea syotteestda kokonainen rivi tietoa valittamatta ri-
vin vililyonneistd. Tdmé onnistuu seuraavasti funktiolla getline:

string s;
getline(cin, s);

1.2.4 Tiedostot

Joissakin kisajarjestelmissa syote taytyy lukea tiedostosta ja tuloste taytyy kir-
joittaa tiedostoon. Helppo ratkaisu tdhén on kirjoittaa koodi tavallisesti stan-
dardivirtoja kayttden, mutta kirjoittaa alkuun seuraavat rivit:

freopen("input.txt", "r", stdin);
freopen("output.txt", "w", stdout);

Tamén seurauksena koodi lukee syotteen tiedostosta “input.txt” ja kirjoittaa
tulosteen tiedostoon "output.txt”.

1.3 Lukujen kisittely

Yleisin kisaohjelmoinnissa tarvittava lukutyyppi on int, joka on 32-bittinen ko-
konaislukutyyppi. Jos muuttujan tyyppi on int, sen pienin ja suurin mahdolli-
nen arvo ovat —231 ja 2311 eli noin —2-107 ja 2-10°. Joskus kuitenkin tehtévissa
esiintyy lukuja, jotka ovat int-tyypin arvoalueen ulkopuolella.

1.3.1 Suuret kokonaisluvut

Tyyppi long long on 64-bittinen kokonaislukutyyppi, jonka pienin ja suurin
mahdollinen arvo ovat —253 ja 263 — 1 eli noin —9-1018 ja 9-10'8. Jos tehtivissa
tarvitsee suuria kokonaislukuja, long long riittda yleensa.

Esimerkiksi seuraava koodi mééarittelee long long -muuttujan:

long long x = 123456789123456789LL;

Luvun lopussa oleva merkinté LL ilmaisee, ettd luku on long long -tyyppinen.
Tyyppinimi long long on pitké, minké vuoksi tavallinen tapa on antaa sille
lyhyempi nimi kuten 11:

typedef long long 11;

Taman jalkeen long long -tyyppisen muuttujan voi mééritelld ndin:

11 x;




Yleinen virhe long long -tyypin kdytossé on, etté jossain kohtaa koodia kay-
tetdéan kuitenkin int-tyyppid. Esimerkiksi tdssd koodissa on salakavala virhe:

int a = 123456789;
long long b = a*a;

Vaikka muuttuja b on long long -tyyppinen, laskussa a*a molemmat osat
ovat int-tyyppisia ja myos laskun tulos on int-tyyppinen. Tamén vuoksi muut-
tujaan b ilmestyy vaara luku. Ongelman voi korjata vaihtamalla muuttujan a
tyypiksi long long tai kirjoittamalla lasku muodossa (long long)a*a.

1.3.2 Vastaus modulona

Joskus tehtiavan vastaus on hyvin suuri kokonaisluku, mutta vastaus riittaa tu-
lostaa "modulo M” eli vastauksen jakojaannos luvulla M (esimerkiksi "modulo
102 +7”). Ideana on, ettd vaikka todellinen vastaus voi olla suuri luku, tehtévés-
sa riittaa kayttaa tyyppeja int ja long long.

Luvun x jakojaannosta M :114 merkitdéan x mod M. Esimerkiksi 12 mod 5 = 2,
koska 12:n jakojaannos 5:114 on 2.

Tarkea modulon ominaisuus on, ettd yhteen- ja kertolaskussa modulon voi
laskea ennen laskutoimitusta. Toisin sanoen seuraavat kaavat péatevit:

(a+b) mod M
(a-b) mod M

(@ mod M + b mod M) mod M
(a mod M -b mod M) mod M

Tamén ansiosta jos vastaus muodostuu yhteen- ja kertolaskuista, jokaisen
laskun vaiheen jilkeen voi ottaa modulon eivitki luvut kasva liian suuriksi.

Esimerkiksi seuraava koodi laskee luvun 1000 kertoman modulo M:

long long v = 1;

for (int i = 1; i <= 1000; i++) {
v = (vxi)¥%M;

}

cout << v << endl;

Yleensa on tarkoitus, ettd modulo olisi aina valilla 0...M — 1. Kuitenkin
C++:ssa ja useimmissa muissa ohjelmointikielissid negatiivisen luvun modulo
voi olla negatiivinen. Ratkaisu ongelmaan on laskea ensin luvun modulo ja lisa-
ta sitten M jos tulos on negatiivinen:

x = xUM;
if (x < 0) x += M;

Tamaé on tarpeen kuitenkin vain silloin, kun koodissa on vidhennyslaskuja tai
modulo voi olla negatiivinen jostain muusta syysta.



1.3.3 Liukuluvut

Yleenséa ohjelmointikisojen tehtéavissa riittda kiyttda kokonaislukuja. Esimer-
kiksi IOI:ssé on ollut kaytantona, ettéa tehtavat voi ratkaista ilman liukulukuja.
Liukulukujen kayttamisessd on ongelmana, ettd kaikkia lukuja ei voi esittdaa
tarkasti liukulukuina vaan tapahtuu pyoristysvirheita.

Esimerkiksi seuraava koodi tuottaa yllattavan tuloksen:

double x = 0.3x3+0.1;
printf ("%.20f\n", x);

Koodin tulostus on seuraava:

0.99999999999999988898

Pyoristysvirheen vuoksi muuttujan x sisélloksi tulee hieman alle 1, vaikka
sen arvo tarkasti laskettuna olisi 1.

Liukulukuja on vaarallista vertailla ==-merkinnélli, koska vaikka luvut oli-
sivat todellisuudessa samat, niissi voi olla pienté eroa pyoristysvirheiden vuok-
si. Parempi tapa vertailla liukulukuja on tulkita kaksi lukua samoiksi, jos nii-
den erona on €, jossa € on sopiva pieni luku.

Kiytannossa vertailun voi toteuttaa seuraavan tyylisesti (¢ = 1079):

if (abs(a-b) < 1e-9) {
// a ja b ovat samat

}







Luku 2

Aikavaativuus

Yleenséa on helppoa suunnitella algoritmi, joka ratkaisee tehtdvéan hitaasti, mut-
ta vaikeus piilee siiné, kuinka saada algoritmi toimimaan nopeasti. Aikavaati-
vuus (t(ime complexity) on kdteva tapa arvioida, kuinka nopeasti algoritmi toi-
mii. Tassd luvussa tutustumme aikavaativuuden laskemisen perusteisiin.

2.1 Laskusaannot

Algoritmin aikavaativuus merkitdéan O(---), jossa kolmen pisteen tilalla on kaa-
va, joka kuvaa algoritmin ajankayttod. Yleensa muuttuja n esittda syotteen ko-
koa. Esimerkiksi jos algoritmin syotteend on lista lukuja, n on lukujen méaara,
ja jos syotteend on merkkijono, n on merkkijonon pituus.

Silmukat

Algoritmin ajank&ytto johtuu yleensd pohjimmiltaan algoritmin sisdkkaisista
silmukoista. Aikavaativuus antaa arvion siitd, montako kertaa sisimmaéssé sil-
mukassa oleva koodi suoritetaan. Jos algoritmissa on vain yksi silmukka, joka
kay syotteen l4pi, niin aikavaativuus on O(n):

for (int i = 0; i < n; i++) {
// koodia

}

Jos algoritmissa on kaksi sisakkaista silmukkaa, aikavaativaus on O(n?):

for (int i = 0; 1 < n; i++) {
for (int j = 0; j < mn; j++) {
// koodia
}
}

Vastaavasti jos algoritmissa on & sisidkkaistd silmukkaa, aikavaativaus on
O(n*).



Suuruusluokka

Aikavaativuus ei kerro tarkasti, montako kertaa silmukan sisillad oleva koodi
suoritetaan, vaan se kertoo vain suuruusluokan. Esimerkiksi kaikkien seuraa-
vien silmukoiden aikavaativuus on O(n):

for (int i

=0; 1 < 3*n; i++) {

// koodia
}

for (int i = 0; i < n+5; i++) {

// koodia
}

for (int i =0; 1 < n; 1 +=2) {
// koodia

}

Seuraavan koodin aikavaativuus taas on O(n?):

for (int i = 0; i < n; i++) {
for (int j = 0; j <= 1i; j++) {
// koodia
}
}

Téassé sisin silmukka suoritetaan 1+ 2+ 3+ -+ n kertaa, mistd saadaan:

1 1 1
1+2+3+-~+n:§n(n+1)=§n2+§n20(n2)

Periakkiisyys

Jos koodissa on monta peridkkéiista osaa, kokonaisaikavaativuus on suurin yk-

sittaisen osan aikavaativuaus. Tama johtuu siité, ettd koodin hitain vaihe on

yleenséa koodin pullonkaula, ja muiden vaiheiden merkitys on pieni.

Esimerkiksi seuraava koodi muodostuu kolmesta osasta, joiden aikavaati-

vuudet ovat O(n), O(n?) ja O(n). Niinpi koko koodin aikavaativuus on O(n?).

for (int 1 = 0; i < n; i++) {
// koodia
}
for (int i = 0; i < n; i++) {
for (int j = 0; j < n; j++) {
// koodia
}
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for (int i = 0; i < n; i++) {
// koodia
}

Monta muuttujaa

Joskus syotteessd on monta muuttujaa, jotka vaikuttavat aikavaativuuteen.
Tall6in my6s aikavaativuuden kaavassa esiintyy monta muuttujaa.
Esimerkiksi seuraavan koodin aikavaativaus on O(nm):

for (int i = 0; i < n; i++) {
for (int j = 0; j < m; j++) {
// koodia
}

Rekursio

Rekursiivisen funktion aikavaativuus saadaan laskemalla, montako kertaa funk-
tiota kutsutaan yhteensa ja miké on yksittdisen kutsun aikavaativuus. Koko-
naisaikavaativuus saadaan kertomalla ndmaé arvot toisillaan.

Tarkastellaan esimerkiksi seuraavaa funktiota:

void f(int n) {
if (n == 1) return;
f(n-1);

}

Kutsu f(n) aiheuttaa yhteensa n funktiokutsua, ja jokainen funktiokutsu vie
vakioajan, joten aikavaativuus on O(n).
Tarkastellaan sitten seuraavaa funktiota:

void g(int n) {
if (n == 1) return;
g(n-1);
g(n-1);

}

Téssa tapauksessa funktio haarautuu kahteen osaan, joten kutsu g(n) ai-
heuttaa kaikkiaan seuraavat kutsut:

kutsu kerrat

g(n) 1
gn—-1) 2
g(n—2) 4

g(l) 2n—1
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Aikavaativuus voidaan laskea seuraavasti:

1+2+4+---4+42"1=2"_1=02"

2.2 Vaativuusluokat

Aikavaativuus on nédppéira tapa vertailla algoritmeja, ja algoritmeja voi ryhmi-
tella vaativuusluokkiin niiden aikavaativuuden perusteella. Kdytannossa pieni
méiira aikavaativuuksia riittda useimpien algoritmien luokitteluun. Seuraavas-
sa on joukko tavallisimpia aikavaativuuksia.

0O(1) (vakio)

Aikavaativuus O(1) tarkoittaa, ettd algoritmi on vakioaikainen eli sen nopeus
ei riipu syotteen koosta. Kaytdnnossa O(1)-algoritmi on yleensid suora kaava
vastauksen laskemiseen.

Esimerkiksi summan 1+2+3+---+n voi laskea ajassa O(n) silmukalla

int s = 0;

for (int 1 = 1; i <= n; i++) {
s += 1i;

}

mutta myos O(1)-ratkaisu on mahdollinen kayttamalla kaavaa:

int s = nx(n+1)/2;

O(logn) (logaritminen)

Logaritminen aikavaativuus O(logn) syntyy usein siitd, ettd algoritmi puolittaa
syotteen koon joka askeleella. Tamé perustuu siihen, ettd luvusta n laskettu 2-
kantainen logaritmi logs n kertoo, montako kertaa luku n taytyy puolittaa, en-
nen kuin paastadn lukuun 1. Esimerkiksi logy 32 = 5, koska 5 puolitusta riittaa:

32—-16—-8—-4—-2-1

Seuraavan algoritmin aikavaativuus on O(logn):

for (int i =n; 1 >=1; 1 /= 2) {
// koodia
}

Kerroin logn esiintyy usein tehokkaiden algoritmien aikavaativuudessa. Kay-
tdnnon esimerkkeja téasta tulee heti kirjan seuraavissa luvuissa.
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O(n) (lineaarinen)

Lineaarinen aikavaativuus O(n) tarkoittaa, etta algoritmi kay syotteen léapi va-
kioméaran kertoja. Lineaarinen aikavaativuus on usein paras mahdollinen, kos-
ka tavallisesti syote taytyy kdyda kokonaan ldpi ainakin kerran, ennen kuin al-
goritmi voi ilmoittaa vastauksen.

Seuraava lineaarinen algoritmi etsii pienimmaéan luvun taulukosta t:

int p = t[0];

for (int i = 1; i < n; i++) {
if (¢[i] < p) p = tlil;

}

Koodi kéy léapi taulukon luvut vasemmalta oikealle ja tallentaa pienimméan
luvun muuttujaan p.

O(nlogn) (jarjestaminen)

Aikavaativuus O(nlogn) johtuu usein siitd, ettd algoritmin osana on syotteen
jarjestaminen. Tehokkaat jarjestamisalgoritmit, kuten C++:n komento sort, toi-
mivat ajassa O(nlogn). Jarjestdmisen jdlkeen on usein helpompaa saada selville
haluttu asia syotteesta.

Seuraava algoritmi tarkistaa, onko taulukossa t kahta samaa lukua:

sort(t, t+n);

bool s = false;

for (int i = 0; 1 < n-1; i++) {
if (t[i] == t[i+1]) s = true;

+

Algoritmi jarjestdd ensin taulukon ajassa O(nlogn). Tamén jalkeen algorit-
mi tarkistaa ajassa O(n) kaikki taulukon vierekkiiset luvut. Jos taulukossa on
kaksi samaa lukua, ne ovat vierekkéiin jarjestetyssd taulukossa. Lopuksi muut-
tuja s on true, jos taulukossa on kaksi samaa lukua, ja muuten false.

O(n?) (neliollinen)

Nelisllinen aikavaativaus O(n?) tarkoittaa, ettd algoritmi voi kiydé lapi kaikki
tavat valita syotteesti kaksi alkiota:

for (int i = 0; i < n; i++) {
for (int j = i+1; j < n; j++) {
// koodia
}
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O(n®) (kuutiollinen)

Kuutiollinen aikavaativuus O(n?) tarkoittaa, ettd algoritmi voi kdyda lépi kaik-
ki tavat valita syotteesta kolme alkiota:

for (int 1 = 0; i < n; i++) {
for (int j = i+1l; j < mn; j++) {
for (int k = j+1; k < n; k++) {
// koodia
}

0O(2") (osajoukot)

Aikavaativuus O(2") voi syntya siitd, etta algoritmi kay lapi syotteen osajoukot.
Esimerkiksi taulukon [1,2, 3] osajoukot ovat [], [1], [2], [3], [1,2], [1,3], [2,3] sek&a
[1,2,3]. Osajoukkoja on yhteensi 2", koska jokainen alkio voidaan joko valita tai
jattaa valitsematta osajoukkoon.

O(n!) (permutaatiot)

Aikavaativuaus O(n!) voi syntya siitd, ettd algoritmi kay lapi kaikki sy6tteen
permutaatiot. Esimerkiksi taulukon [1,2,3] permutaatiot ovat [1,2,3], [1,3,2],
[2,1,3], [2,3,1], [3,1,2] seka [3,2,1]. Permutaatioita on yhteensi n!, koska en-
simmadisen alkion voi valita n tavalla, seuraavan n — 1 tavalla jne.

2.3 Nopeuden arviointi

Aikavaativuuden avulla voi arvioida ennen algoritmin koodaamista, onko algo-
ritmi riittdvan nopea tehtavan ratkaisuun, koska tehtaviananto kertoo, kuinka
suuria syotteet voivat olla ja paljonko aikaa algoritmi saa kayttaa.

Aikavaativuuden ja syotteen koon suhteen oppii kokemuksen kautta, mutta
seuraavat arviot ovat hyvia ldhtokohtia:

* jos n =~ 10, algoritmi voi olla O(n!)

* jos n = 20, algoritmi voi olla O(2")

jos n = 250, algoritmi voi olla O(n?)

jos n = 2000, algoritmi voi olla O(n?)

jos n = 10°, algoritmi voi olla O(nlogn)

jos n =~ 10%, algoritmi voi olla O(n)
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Nama4 arviot olettavat, etta kdytossa on tavallinen nykyaikainen tietokone
ja koodi saa kayttda sekunnin aikaa syotteen késittelyyn. Aikavaativuus ei ker-
ro kuitenkaan kaikkea tehokkuudesta, vaan koodin yksityiskohtien optimointi
vaikuttaa myos asiaan. Optimoinnin avulla koodi voi nopeutua moninkertaises-
ti, vaikka aikavaativuus ei muuttuisikaan.

Aikavaativuuden arviointi on tirkeii aina ennen koodin toteuttamista, kos-
ka jos algoritmin idea on liian hidas, hyvikain toteutus ei pelasta asiaa.

2.4 Esimerkki

Usein tehtdvaédn on olemassa monia ratkaisuja, joilla on eri aikavaativuus. Ndin
on esimerkiksi seuraavassa klassisessa tehtiavassa:
Tehtdvd: Annettuna on taulukko, jossa on n lukua. Tehtédvési on etsid taulu-
kosta yhtenéinen vili, jossa lukujen summa on mahdollisimman suuri.
Esimerkiksi taulukossa

-1/3|-4, 8|5 |-1|4|-2

suurin summa on 16, joka syntyy valitsemalla seuraava véili:

Ratkaisu 1

Yksi ldhestymistapa tehtdavaan on kayda lapi kaikki taulukon vilit, laskea jo-
kaisen lukujen summa ja valita suurin summa. Algoritmissa on kolme sisak-
kaista silmukkaa, ja sen aikavaativuus on O(n?).

Seuraava koodi toteuttaa kuvatun algoritmin. Koodi olettaa, ettd taulukon
sisalto on t[0],t[1],...,t[n — 1]. Koodi valitsee muuttujaan a vilin aloituskoh-
dan, muuttujaan b vilin lopetuskohdan ja laskee kunkin vilin lukujen summan
muuttujaan u. Muuttuja s tulee sisdltdméain suurimman summan taulukossa.

int s = 0;
for (int a = 0; a < n; a++) {
for (int b = a; b < n; b++) {
int u = 0;
for (int c = a; ¢c <= b; c++) {
u += tlcl;

}
s

= max(s, u);
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Ratkaisu 2

Tehokkaampi ratkaisu on kidydéi edelleen kaikki taulukon vilit 14pi, mutta las-
kea summaa sitd mukaa kuin vilin oikea reuna liikkuu eteenpéin. Téll6in algo-

ritmissa on vain kaksi sisdkkaistd silmukkaa ja sen aikavaativuus on O(n?).
Seuraava koodi toteuttaa algoritmin:

int s = 0;
for (int a = 0; a < n; a++) {
int u = 0;
for (int b = a; b < n; b++) {
u += t[b];
s = max(s, u);
}
}
Ratkaisu 3

Tehtava on mahdollista ratkaista myos ajassa O(n) kayttamalla yllattavan yk-
sinkertaista algoritmia. Ideana on laskea jokaiseen taulukon kohtaan %, mika

on suurin mahdollinen summa tdhén kohtaan paattyvassa vilissa.

Mahdollisuuksia on kaksi: joko summa on pelkka t[£], tai sitten se on suurin

kohtaan k — 1 paattyvda summa, johon on lisétty t[k].
Seuraava koodi toteuttaa algoritmin:

int s = 0;

int u = 0;

for (int i = 0; i < n; i++) {
u = max(t[i], u+t[i]l);
s = max(s, u);
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Luku 3

Jarjestaminen

Jarjestaminen (sorting) on keskeinen algoritmiikan ongelma. Annettuna on tau-
lukko, jossa on n alkiota, ja tehtdvinai on jarjestdd taulukon sisilto. Esimerkiksi
jos taulukko on [4,1,5,6,2,5], jarjestamisen jialkeen sen sisilto on [1,2,4,5,5,6].
Jarjestaminen on usein tarvittava tekniikka seki itsendiseni algoritmina etta
monimutkaisemman algoritmin osana.

Taméan luvun alkuosa kisittelee jarjestamisalgoritmien teoriaa, minka jal-
keen tutustumme lahemmin C++:n sort-komentoon. Luvun viimeisené aiheena
on bindarihaku, joka on tehokas algoritmi jirjestetystid aineistosta etsimiseen.

3.1 Jarjestamisalgoritmit

Jarjestamiseen on kehitetty monia algoritmeja vuosien aikana. On helppoa to-
teuttaa jarjestaminen ajassa O(n2), mutta téllaiset algoritmit eivit sovellu suu-
ren tietomaidrin jarjestimiseen. Tehokkaat yleiset jarjestdmisalgoritmit toimi-
vat ajassa O(nlogn), ja niiden avulla suurikin taulukko jarjestyy nopeasti.

3.1.1 Perusalgoritmit

Yksinkertaiset jarjestamisalgoritmit toimivat ajassa O(n?). Esimerkki téllaises-
ta algoritmista on kuplajarjestaminen (bubble sort), jonka voi toteuttaa néin:

for (int 1 = 0; i < n; i++) {
for (int j = 0; j < n-1; j++) {
if (¢[j] > t[j+1]) swap(t[jl, t[j+11);
}

Kuplajarjestaminen muodostuu perédkkaisista taulukon lapikaynneista. Ai-
na kun lapikdynnin aikana loytyy vierekkiinen alkiopari, jonka jarjestys on
vaara, algoritmi vaihtaa alkiot keskendin. Jokainen alkioparin vaihto vie tau-
lukkoa lahemmas jarjestystd, kunnes lopulta koko taulukko on jarjestyksessa.
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3.1.2 Inversiot

Inversio (inversion) on taulukossa oleva lukupari, joka on vairassa jarjestykses-
sé. Inversioiden mééra kuvaa, miten ldhell4 jarjestysta taulukko on. Esimerkik-
si taulukossa [4,1,3,2,5] on 4 inversiota: (4,1),(4,3),(4,2) ja (3,2). Jos taulukko
on jarjestyksesséd, inversioiden mééra on 0, ja jos jarjestys on kdénteinen, inver-
sioiden madraon 1+2+---+(n—1)=n(n —1)/2.

Inversioiden avulla voi laskea, montako vierekkéisen alkioparin vaihtoa tar-
vitaan taulukon jarjestdmiseen. Jokainen vaihto viahentaa inversioiden maaraa
yhdella, eli inversioiden méaéra on sama kuin tarvittava vaihtojen méaara. Inver-
sioiden suurin médrd n(n —1)/2 on luokkaa O(n?), minké vuoksi minka tahansa
vierekkdisid alkioita vaihtavan algoritmin aikavaativuus on ainakin O(n?).

3.1.3 Tehokkaat algoritmit

Tunnetuimmat tehokkaat jiarjestdmisalgoritmit ovat pikajéarjestaminen (quick-
sort) ja lomitusjarjestdaminen (mergesort). Naiden algoritmien aikavaativuus on
vain O(nlogn). Molemmat algoritmit perustuvat rekursiiviseen ideaan, jossa
jarjestettava taulukko jaetaan kahteen osaan, pienemmit taulukot jarjestetdan
erikseen ja lopullinen taulukko saadaan yhdistamalla jarjestetyt osat.

Voidaan osoittaa, ettd jos jirjestdmisalgoritmi perustuu alkioiden vertai-
luun, paras mahdollinen aikavaativuus on O(nlogn). Joskus kuitenkin myos
aikavaativuus O(n) on mahdollinen. Esimerkiksi jos kaikki alkiot ovat pienia
kokonaislukuja, voidaan kayttaa laskemisjarjestamista (counting sort), joka las-
kee jokaisesta mahdollisesta alkiosta, montako kertaa se esiintyy taulukossa.

3.2 sort-komento

Kaytdannossa jarjestamista ei kannata yleensa toteuttaa itse, vaan parempi rat-
kaisu on kayttaa ohjelmointikielen standardikirjastoon kuuluvaa jarjestamisal-
goritmia. Esimerkiksi C++:ssa on tehokas komento sort, jolle annetaan para-
metreiksi jarjestettdvin vilin alku- ja loppukohta.

3.2.1 Peruskiytto

Seuraava koodi jarjestdi taulukon t, jossa on n alkiota:

sort(t, t+n);

Vastaavasti seuraava koodi jarjestaa vektorin v:

sort(v.begin(), v.end());

Jos jarjestettavana on lukuja, ne jarjestyvat pienimmésta suurimpaan. Jos
taas jarjestettdvand on merkkijonoja, ne jarjestyviat aakkosjirjestykseen.
Seuraava koodi jarjestda merkkijonon s:
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sort(s.begin(), s.end());

Merkkijonon jarjestdminen tarkoittaa, ettd sen merkit jarjestetaan aakkos-
jarjestykseen. Esimerkiksi merkkijono "apina” on jarjestettyna “aainp”.

Vektorin ja merkkijonon tapauksessa jiarjestyksen saa myos kaédnteiseksi
muuttamalla sanat begin ja end muotoon rbegin ja rend.

3.2.2 Parien jiarjestaminen

Jos jarjestettavat alkiot ovat pareja (pair), sort-komento jarjestédd ne ensi-
sijaisesti ensimmaéisen kentidn (first) mukaan ja toissijaisesti toisen kentin
(second) mukaan. Seuraava koodi esittelee asiaa:

vector<pair<int,int>> v;
v.push_back({1,5});
v.push_back({2,3});
v.push_back({1,2});
sort(v.begin(), v.end());

Koodin suorituksen jialkeen parien jarjestys on (1,2),(1,5),(2,3).

Jarjestaminen toimii vastaavasti, jos jarjestettavat alkiot ovat tuple-tyyppisia.
Silloin jarjestys méadraytyy ensin ensimméisen kentén, sitten toisen kentén, sit-
ten kolmannen kentén jne. mukaan.

3.2.3 Tietueiden jarjestaminen

Jos jarjestettavat alkiot ovat tietueita (struct), niiden jarjestyksen méaaraa ope-
raattori <. Operaattorin tulee palauttaa true, jos oma alkio on pienempi kuin
parametrialkio, ja muuten false. Jarjestdmisen aikana sort-komento kayttaa
operaattoria < selvittddkseen, miké on kahden alkion jirjestys.

Esimerkiksi seuraava tietue P sisiltdi pisteen x- ja y-koordinaatit. Pisteet
jarjestyvit ensisijaisesti x-koordinaatin ja toissijaisesti y-koordinaatin mukaan.

struct P {
int x, y;

bool operator<(const p& a) {

if (this.x != a.x) return this.x < a.x;
else return this.y < a.y;

};

3.2.4 Vertailufunktio

On myo6s mahdollista antaa sort-komennolle ulkopuolinen vertailufunktio.
Esimerkiksi seuraava vertailufunktio jarjestad merkkijonot ensisijaisesti pi-
tuuden mukaan ja toissijaisesti aakkosjirjestyksen mukaan:
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bool vrt(string a, string b) {
if (a.size() !'= b.size()) return a.size() < b.size();
return a < b;

Tamén jalkeen merkkijonovektorin voi jarjestdaa nain:

sort(v.begin(), v.end(), vrt);

3.3 Binaarihaku

Bindidrihaku (binary search) on algoritmi, joka selvittdd, missi kohdassa alkio
sijaitsee jarjestetyssa taulukossa, tai toteaa, etta alkiota ei ole taulukossa. Esi-
merkiksi alkio 5 sijaitsee taulukossa [2,2,4,5,7,7,7,8] kohdassa 3. Bindarihaun
aikavaativuus on vain O(logn), koska se pystyy hyodyntamééan taulukon jarjes-
tysta.

3.3.1 Toteutus

Seuraavassa on kaksi menetelmééd bindarihaun toteuttamiseen. Ensimmaéisen
menetelmé on tehostettu taulukon lapikiynti vasemmalta oikealle. Toinen me-
netelma on perinteinen bindarihaun toteutus, joka puolittaa joka askeleella ka-
siteltdvan taulukon alueen keskikohdan alkion perusteella.

Menetelmia 1

Seuraava binddrihaun toteutus kiy taulukon ldapi tehokkaasti vasemmalta oi-
kealle kayttden hyvéiksi taulukon jarjestystd. Ideana on kayda taulukkoa lapi
hyppien: aluksi hypyn pituus on n/2 askelta, sitten n/4 askelta, sitten n/8 askel-
ta jne. Mita ldhemmas etsittavaa alkiota paastaan, sita pienempid hypyt ovat.

Tassa on taméan menetelmén toteutus:

int x = 0;
for (int b = n/2; b>=1; b /= 2) {

while (x+b < n && t[x+b] <= k) x += b;
}
if (t[x] == k) cout << "loytyi!";

Muuttujassa x on nykyinen kohta taulukossa ja muuttujassa b on hypyn pi-
tuus. Jokaisella b:n arvolla liikutaan taulukossa eteenpéin, kunnes hyppy veisi
taulukon rajojen ulkopuolelle tai alkioon, joka on etsittiavaa alkiota £ suurempi.
Aikavaativuus on O(logn), koska hypyn pituus puolittuu joka vaiheessa.
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Menetelma 2

Perinteinen bindédrihaun toteutus muistuttaa sanan etsimisti sanakirjasta. Ha-
ku alkaa taulukon keskelté ja siirtyy siitd vasempaan tai oikeaan osaan sen pe-
rusteella, onko etsittava alkio pienempi vai suurempi kuin keskell4 oleva alkio.
Tama jatkuu, kunnes joko alkio 16ytyy tai etsittavasta vilista tulee tyhja.

int a = 0, b = n-1;
while (a <= b) {
int ¢ = (a+b)/2;
if (tlel ==k {
cout << "loytyi!";

break;
}
if (tlc] > k) b = c-1;
if (tlc] < k) a = c+1;

¥

Silmukan joka kierroksella hakuvili on a...b ja ¢ on vilin keskikohta. Jos
etsittava alkio on kohdassa c, haku paattyy. Muuten joko a tai b siirtyy c:n
viereen riippuen keskikohdan luvusta. Aikavaativuus on O(logn), koska jaljella
olevan hakuvilin pituus b —a + 1 puolittuu joka askeleella.

3.3.2 Muutoskohta

Kaytannossa bindarihakua tarvitsee harvoin alkion etsimiseen taulukosta, kos-
ka sen sijasta voi kdyttaa ohjelmointikielen standardikirjaston tietorakenteita.
Esimerkiksi C++:n tietorakenne set yllapitaa joukkoa, josta voi tarkistaa te-
hokkaasti ajassa O(logn), kuuluuko tietty alkio siihen. Sitékin tdrkedampi bi-
naarihaun kayttokohde on funktion muutoskohdan etsiminen.

Oletetaan, ettd haluamme l6ytdd pienimmén arvon k, joka on kelvollinen
ratkaisu ongelmaan. Kaytossdmme on funktio ok(x), joka palauttaa true, jos x
on kelvollinen ratkaisu, ja muuten false. Lisdksi tieddmme, etti ok(x) on false
aina kun x < k£ ja true aina kun x = k. Toisin sanoen haluamme 16ytda funktion
ok muutoskohdan, jossa arvosta false tulee arvo true.

Tilanne on siis seuraava:

x| 0 1 - k-1 E k+1
ok(x)‘false false -.- false true true
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Nyt muutoskohta on mahdollista etsia kayttamalla bindarihakua:

int x = -1;

for (int b = n/2; b>=1; b /= 2) {
while (x+b < n && !'ok(x+b)) x += b;

}

int k = x+1;

Muuttuja x on lopuksi suurin arvo, jolla ok(x) on false, joten tasta seuraava
arvo x+1 on pienin arvo, jolla ok(x) on true. Ylarajan n tulee olla sellainen, etta
muutoskohta on varmasti sitd ennen.

3.3.3 Suurin arvo

Bindarihaulla voi myoés etsid suurimman alkion taulukossa, jonka alkuosassa
jokainen alkio on edellistd suurempi ja loppuosassa jokainen alkio on edellista
pienempi. Toisin sanoen on olemassa kohta & niin, ettd #[x] < t[x+ 1], kun x <%,
ja tlx] > tlx + 11, kun x >= &, ja tehtavani on etsid k. Esimerkiksi taulukossa
[2,3,5,8,9,7,4,2] suurin arvo on 9 kohdassa 4.

Ideana on etsid bindédrihaulla taulukosta viimeinen kohta x, jossa pétee t[x] <
tlx + 1]. Talloin & = x + 1, koska joko k& on taulukon viimeinen kohta tai pétee
tlx + 1] > t[x + 2]. Seuraava koodi etsii kohdan muuttujaan k:

int x = -1;
for (int b = n/2; b >=1; b /= 2) {

while (x+b+1 < n && t[x+b] < t[x+b+1]) x += b;
}

int k = x+1;

Huomaa, ettd toisin kuin tavallisessa bindirihaussa, tdssé ei ole sallittua,
ettd perdakkiiset arvot olisivat yhta suuria. Silloin ei olisi mahdollista tietaa,
mihin suuntaan hakua tulee jatkaa.
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Luku 4

Tietorakenteet

Tietorakenne (data structure) tarkoittaa tapaa sailyttaa tietoa tietokoneen muis-
tissa. Sopivan tietorakenteen valinta on tirke&é, koska kullakin rakenteella on
omat vahvuutensa ja heikkoutensa. Tietorakenteen valinnassa oleellinen kysy-
mys on, mitka operaatiot rakenne toteuttaa tehokkaasti.

Tama luku esittelee joukon keskeisii tietorakenteita, jotka ovat valmiina
kaytettavissd C++:ssa. Kisiteltavat tietorakenteet ovat taulukko, bindéripuu,
hajautustaulu ja keko. Myohemmin kirjassa tutustumme pikkuhiljaa monimut-
kaisempiin ja harvemmin tarvittaviin tietorakenteisiin.

4.1 Taulukko

Taulukko (array) on yksinkertaisin ja useimmiten tarvittava tietorakenne. C++:n
tavallinen taulukko on staattinen, miké tarkoittaa, ettd taulukon koko taytyy
paattaa sen maarittelyssa. Lisdksi C++:n standardikirjastossa on dynaamisia
taulukoita, joiden kokoa pystyy muuttamaan jalkeenpéain.

4.1.1 Staattinen taulukko

C++:n tavallinen taulukko on staattinen taulukko, jonka koko taytyy ilmoittaa
madarittelyssa, eikd kokoa voi muuttaa myohemmin.
Taulukon méiéarittely tapahtuu seuraavasti:

int t[100];

Jos taulukon méaérittely on globaali, jokainen taulukon alkio on aluksi 0. Jos
taas maarittely on funktion sisilld, taulukko taytyy tarvittaessa alustaa itse:

int t[100] = {0};

4.1.2 Vektori

Tavallisin C++:n dynaaminen taulukko on vektori (vector). Se on kuin tavallinen
taulukko, mutta taulukon kokoa voi muuttaa.
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Seuraava koodi méaarittelee vektorin ja lisda siithen kolme lukua:

vector<int> v;
v.push_back(3); // [3]
v.push_back(2); // [3,2]
v.push_back(5); // [3,2,5]

Tamén jalkeen vektorin sisaltoa voi kasitella taulukon tavoin:

cout << v[0] << "\n"; // 3
cout << v[1] << "\n"; // 2
cout << v[2] << "\n"; // 5

Vastaavasti vektorista pystyy poistamaan viimeisen alkion néin:

v.pop_back();

Komennot push_back ja pop_back on toteutettu niin, ettd niiden aikavaati-
vuus on keskimééarin O(1), joten vektorin kdyttdminen on tehokasta.
Seuraava koodi tulostaa kaikki vektorin alkiot:

for (int i = 0; i < v.size(); i++) {
cout << v[i] << "\n";

}

Saman koodin voi myo6s kirjoittaa lyhyemmin néin:

for (auto x : v) {
cout << x << "\n";

}

Toinen tapa maéritella vektori on ilmoittaa sen koko maéarittelyssa:

// 100 alkiota, alkuarvo 0
vector<int> v(100);

// 100 alkiota, alkuarvo 5
vector<int> w(100, 5)

My6hemmin vektorin kokoa voi muuttaa komennolla resize:

v.resize(200);

4.1.3 Pakka

Vektorin rajoituksena on, etté alkion lisdys ja poisto onnistuu tehokkaasti vain

taulukon lopussa. Pakka (deque) on monimutkaisempi tietorakenne, jossa al-

kion lisdys ja poisto onnistuu tehokkaasti seka taulukon alussa etta lopussa.
Seuraava koodi esittelee pakan kayttamista:

T
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deque<int> d;
d.push_back(5); // [5]
d.push_back(2); // [5,2]
d.push_front(3); // [3,5,2]
d.pop_back(); // [3,5]
d.push_front(4); // [4,3,5]
d.pop_front(); // [3,5]

Vektorin tavoin pakan operaatioiden aikavaativuus on keskiméirin O(1).
Pakka on kuitenkin jonkin verran vektoria raskaampi tietorakenne.

Pakan erikoitapauksia ovat tietorakenteet pino (stack) ja jono (queue). Pinos-
sa lisays ja poisto tapahtuu aina rakenteen loppuun, ja jonossa lisdys tapahtuu
loppuun ja poisto tapahtuu alkuun.

4.1.4 Merkkijono

Myos merkkijono (string) on dynaaminen taulukko, jota pystyy kasittelemaan
lahes samaan tapaan kuin vektoria. Merkkijonon késittelyyn liittyy liséksi eri-
koissyntaksia ja komentoja, joita ei ole muissa tietorakenteissa.

Seuraava koodi esittelee merkkijonon kayttamista:

string a = "hatti";

string b = a+a;

cout << b << "\n"; // hattihatts
b[5] = ’v’;

cout << b << "\n"; // hattivatti
string ¢ = b.substr(3,4);
cout << ¢ << "\n"; // tiva

4.1.5 Vailien Kkisittely

C++:n standardikirjasto sisdltdd monia valmiita komentoja taulukon vilien ka-
sittelyyn. Komennot on toteutettu niin, etté niille annetaan halutun vilin alku-
ja loppukohta. Yleensi halutaan, ettd komennot kohdistuvat koko taulukkoon,
jolloin véli alkaa kohdasta begin ja paattyy kohtaan end.

Esimerkiksi seuraava koodi jarjestaa vektorin ja kdéntaa sen toisinpéin:

vector<int> v;

/7

sort(v.begin(), v.end());
reverse(v.begin(), v.end());

Komentoja voi kiayttaa myos tavallisen taulukon yhteydessa seuraavasti:

int t[n];

/)

sort(t, t+n);
reverse(t, t+n);
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4.2 Binaarihakupuu

Binadarihakupuu (binary search tree) on puurakenne, jonka keskeiset operaa-
tiot ovat alkion lisdys, haku ja poisto. Bindarihakupuu on mahdollista toteuttaa
niin, ettd kunkin operaation aikavaativuus on vain O(logn). Téllaisia binédéri-
hakupuita ovat esimerkiksi AVL-puu ja punamusta puu.

Bindarihakupuun avulla voi toteuttaa tietorakenteet joukko ja hakemisto.
Joukko sisiltdid kokoelman alkioita, jota pystyy kéisitteleméiin tehokkaasti. Ha-
kemisto on taulukon yleistys, jossa alkioita voi etsid avainten perusteella.

4.2.1 Joukko

C++:n set-rakenne on joukko, jonka tiarkeimmét operaatiot ovat alkion lisays,
haku ja poisto. Joukko on toteutettu binddrihakupuun avulla niin, ettd kunkin
operaation aikavaativuus on O(logn). Seuraava koodi esittelee rakennetta:

set<int> s;

s.insert(3);

s.insert(2);

s.insert(5);

cout << s.count(3) << "\n"; // 1
cout << s.count(4) << "\n"; // 0
s.erase(3);

s.insert(4);

cout << s.count(3) << "\n"; // 0
cout << s.count(4) << "\n"; // 1

Komento insert lisdé alkion joukkoon, ja komento erase poistaa alkion jou-
kosta. Komento count kertoo, montako kertaa alkio esiintyy joukossa. Komento
palauttaa aina arvon 0 tai 1, koska sama alkio voi esiintya vain kerran joukossa.

Jos alkio on valmiiksi joukossa, komento insert ei tee mitddn. Seuraava
koodi havainnollistaa asiaa:

set<int> s;

s.insert(5);

s.insert(5);

s.insert(5);

cout << s.count(5) << "\n"; // 1

Rakenne multiset on kuin set, mutta sama alkio voi esiintyd monta kertaa:

multiset<int> s;
s.insert(5);
s.insert(5);
s.insert(5);
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cout << s.count(5) << "\n"; // 3

Komento erase poistaa kaikki alkion esiintymét multiset-rakenteessa:

s.erase(5);
cout << s.count(5) << "\n"; // 0

Usein kuitenkin tulisi poistaa vain yksi esiintymé, mik& onnistuu néin:

s.erase(s.find(5));
cout << s.count(5) << "\n"; // 2

4.2.2 Iteraattorit

Iteraattori (iterator) on tietorakenteen alkioon osoittava muuttuja, jota tarvitsee
usein joukon kisittelyssa. Esimerkiksi iteraattori s.begin() osoittaa joukon s
ensimmadiseen alkioon ja iteraattori s.end() osoittaa viimeisen alkion jalkei-
seen kohtaan. Huomaa epasymmetria: vili on puoliavoin eli s.begin() osoittaa
joukkoon mutta s.end () joukon ulkopuolelle.

Tilanne on siis tédllainen:

{ 3, 4, 6, 8, 12, 13, 14, 17 }

! l
s.begin() s.end()

Seuraava koodi méaarittelee iteraattorin it, joka osoittaa joukon alkuun:

set<int>::iterator it = s.begin();

Koodin voi kirjoittaa myos lyhyemmin:

auto it = s.begin();

Iteraattoria vastaavaan joukon alkioon pdidsee kisiksi *-merkinnall4, eli seu-
raava koodi tulostaa joukon ensimmaéisen alkion:

auto it = s.begin();
cout << *it << "\n";

Iteraattoria pystyy liikuttamaan eteen- ja taaksepiin operaatioilla ++ ja --.
Seuraava koodi tulostaa joukon kaikki alkiot:

for (auto it = s.begin(); it != s.end(); it++) {
cout << xit << "\n";

3

Seuraava koodi taas tulostaa joukon viimeisen alkion:
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auto it = s.end();
it--;
cout << *it << "\n";

Iteraattoria taytyi lilkuttaa askel taaksepéin, koska se osoitti aluksi joukon vii-
meisen alkion jalkeiseen kohtaan.

Funktio find palauttaa iteraattorin annettuun alkioon joukossa. Mutta jos
alkiota ei esiinny joukossa, iteraattoriksi tulee s.end ().

auto it = s.find(x);
if (it == s.end()) cout << "x puuttuu joukosta";

Funktio lower_bound(x) palauttaa iteraattorin joukon ensimmaéiseen alkioon,
joka on ainakin yhté suuri kuin x. Vastaavasti upper_bound(x) palauttaa ite-
raattorin ensimmaéiseen alkioon, joka on suurempi kuin x. Jos tillaista alkiota
ei ole joukossa, funktiot palauttavat arvon s.end ().

Esimerkiksi seuraava koodi etsii joukosta alkion, joka on ldhinné lukua x:

auto a = s.lower_bound(x);
if (a == s.begin()) {
cout << *a << "\n";
} else if (a == s.end()) {
a--;
cout << *a << "\n";
} else {
auto b = a; b--;
if (x-*b < *a-x) cout << *b << "\n";
else cout << *a << "\n";

}

Koodin alussa iteraattori a osoittaa joukon ensimmaéiseen alkioon, joka on ai-
nakin yhté suuri kuin x. Jos tdmé& on joukon ensimmaéinen alkio, tdmé on x:44
lahin alkio. Jos tallaista alkiota ei ole, x:44 lahin alkio on téita edellinen alkio.
Muussa tapauksessa x:44 ldhin alkio on joko tdma alkio tai tatid edellinen alkio.

Kuten tastd esimerkistd voi huomata, iteraattorien kasittely vaatii tark-
kuutta, koska niihin liittyy usein poikkeustilanteita.

4.2.3 Hakemisto

C++:n map-rakenne toteuttaa hakemiston, joka siséltdaa avain-alkio-pareja. Ha-
kemisto muistuttaa taulukkoa, mutta taulukossa avaimet ovat aina perikkéisia
kokonaislukuja, kun taas hakemistossa ne voivat olla mitéa tahansa arvoja.

Seuraava koodi toteuttaa hakemiston, jossa avaimet ovat merkkijonoja ja
alkiot ovat kokonaislukuja:

map<string,int> m;
m["apina"] = 4;
m["banaani"] = 3;
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m["cembalo"] = 9;
cout << m["banaani"] << "\n"; // 3

Hakemisto on toteutettu joukon tavoin bindarihakupuuna, minka vuoksi al-
kion kasittely vie aikaa O(logn).

Jos hakemistosta hakee avainta, jota ei ole siini, avain lisdtd4n hakemistoon
automaattisesti oletusarvolla. Esimerkiksi seuraavassa koodissa hakemistoon
ilmestyy avain "aybabtu”, jonka alkiona on O:

map<string,int> m;
cout << m["aybabtu“] << "\n"; // 0

Komennolla count voi myos tutkia, esiintyyko avain hakemistossa:

if (m.count("aybabtu")) {
cout << "avain on hakemistossa'";

}

Seuraava koodi listaa hakemiston kaikki avaimet ja alkiot:

for (auto x : m) {
cout << x.first << " " << x.second << "\n";

}

4.3 Hajautustaulu

Hajautustaulu (hash table) on vaihtoehtoinen tekniikka joukon ja hakemiston
toteuttamiseen. Hajautustauluun liittyy hajautusfunktio, joka méaaraa alkion
sijainnin hajautustaulussa. Tavoitteena on, ettd hajautusfunktio sijoittaa al-
kioita tasaisesti hajautustaulun eri osiin.

Hajautustaulun tehokkuus riippuu siitd, miten hyvin alkioiden sijoitus on-
nistuu. Jos hajautusfunktio toimii hyvin, lisdyksen, etsimisen ja poistamisen ai-
kavaativuus on vain O(1). Kdytannossd hajautustaulu toimii yleensd nopeam-
min kuin binddripuu. C++:n rakenteet unordered_set ja unordered_map to-
teuttavat joukon ja hakemiston hajautustaululla.

Hajautustaulun heikkoutena bindaripuuhun verrattuna on, ettd bindaripuu
pitda ylla siiné olevien alkioiden jarjestystd, kun taas hajautustaulussa alkiot
ovat sekaisin. Tdmé&n vuoksi hajautustaulusta ei voi kysya esimerkiksi, mika on
seuraava x:44 suurempi alkio. Tdma nakyy myos siiné, ettd unordered_set ei
sisélla jarjestykseen liittyvia funktioita, kuten lower_bound ja upper_bound.

4.4 Keko

Keko (heap) on tietorakenne, josta on kaksi versiota: minimikeko ja maksimike-
ko. Minimikeon operaatiot ovat alkion lisdys, pienimmaén alkion haku ja pienim-
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mén alkion poisto. Maksimikeon operaatiot taas ovat alkion lisdys, suurimman
alkion haku ja suurimman alkion poisto.

Tavallisin keon toteutus on binéérikeko, jossa lisdyksen ja poiston aikavaa-
tivuus on O(logn) ja haun aikavaativaus on O(1).

Keko on yksinkertaisempi tietorakenne kuin bindarihakupuu, minka vuoksi
sen operaatiot ovat tehokkaammat. Huonona puolena on kuitenkin, ettd keosta
pystyy hakemaan ja poistamaan vain pienimmén tai suurimman alkion, kun
taas bindarihakupuusta pystyy hakemaan ja poistamaan minki tahansa alkion.

C++:ssa tietorakenne priority_queue toteuttaa keon. Seuraava koodi esit-
telee keon kayttadmista:

priority_queue<int> q;
q.push(3);

q.push(5);

q.push(7);

q.push(2);

cout << g.top() << "\n"; // 7
q.pop(Q);

cout << g.top() << "\n"; // b
q.pop(O);

q.push(6) ;

cout << g.top() << "\n"; // 6
q.popQ);

C++:m keko on oletuksena maksimikeko. Komento push lisé4 alkion kekoon,

komento top hakee suurimman alkion ja komento pop poistaa suurimman al-
kion.

Seuraava méaérittely luo minimikeon:

priority_queue<int,vector<int>,greater<int>> q;
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Luku 5

Peruuttava haku

Peruuttava haku (backtracking) on systemaattinen tapa kiyda lapi kaikki rat-
kaisut, jotka voi muodostaa annetuista aineksista. Haku rakentaa ratkaisua as-
kel kerrallaan ja haarautuu joka askeleella sen mukaan, milla kaikilla tavoilla
ratkaisua voi jatkaa eteenpidin. Muodostettuaan yhden ratkaisun haku peruut-
taa takaisin muodostamaan muita ratkaisuja.

Téassa luvussa on esimerkkeja peruuttavan haun kayttamisestd. Peruutta-
va haku on hyva menetelma4, jos kaikki ratkaisut ehtii kayda lapi, koska haku
on yleensé suoraviivainen toteuttaa ja se antaa varmasti oikean vastauksen.
Jos peruuttava haku on liian hidas, seuraavien lukujen ahneet algoritmit tai
dynaaminen ohjelmointi voivat soveltua tehtavaan.

5.1 Osajoukot

Tehtdvd: Annettuna on joukko, jossa on n lukua. Tehtidvana on laskea, mones-
sako joukon osajoukossa lukujen summa on x.

Mahdolliset ratkaisut ovat kaikki joukon osajoukot, joiden yhteismééiri on
2". Ratkaisu kelpaa, jos osajoukon lukujen summa on x. Esimerkiksi jos joukko
on {1,3,6,8,9} ja k = 12, ratkaisut ovat {1, 3,8} ja {3,9}.

Oletetaan, ettd joukon luvut ovat t[0], t[1], ..., t[n —1]. Seuraava koodi
kay kaikki osajoukot lapi ja laskee, monessako osajoukossa lukujen summa on
X.

void haku(int k, int s) {
if (k == n) {
if (s == x) c++;
} else {
haku(k+1, s);
haku(k+1, s+t[k]);

3

// funktion kutsu:
haku(0, 0);
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Funktion parametri £ on kasiteltavan luvun indeksi taulukossa t, ja para-
metri s on muodosteilla olevan osajoukon lukujen summa. Funktio haarautuu
joka askeleella kahteen osaan sen mukaan, valitaanko luku t[k] mukaan os-
ajoukkoon vai ei. Kun k& = n, osajoukon muodostus on valmis. Funktio laskee
ratkaisujen madrin globaaliin muuttujaan c.

Osajoukkojen méaara kasvaa seuraavasti:

joukon koko (n) osajoukkoja (2")

10 210 ~ 103
20 220 ~ 106
30 230~ 10°
40 240 ~ 1012

Taméan vuoksi jos tehtidviassa on tarkoitus kdyda kaikki joukon osajoukot
lapi, n on yleensa 20 tai vihemmaén.

Osajoukot on mahdollista kayda lapi myos ilman rekursiota kayttamalla bit-
tioperaatioita. Tastd menetelmésta on lisdtietoa luvussa 10.3.

5.2 Permutaatiot

Tehtdvd: Monellako tavalla luvut 1,2,...,n voi jarjestdd niin, ettd vierekkéiin ei
ole kahta lukua, joiden erona on 1?

Mahdolliset ratkaisut ovat lukujen 1,2,...,n permutaatiot, joita on yhteensa
n!. Ratkaisu kelpaa, jos |a — b| # 1, kun a ja b ovat vierekkiin permutaatiossa.
Esimerkiksi jos n = 4, ratkaisut ovat (2,4,1,3) ja (3,1,4,2).

Seuraava koodi laskee ratkaisujen mééran:

int v[n];

void haku(int k, int e) {
if (k == n) {

cH+;
} else {
for (int x = 1; x <= n; x++) {
if (v[x] || abs(x-e) == 1) continue;
vix] = 1;
haku(k+1, x);
vix] = 0;
}

3

// funktion kutsu:
haku(0, -1);

Funktion parametri 2 on permutaatioon valittujen lukujen mééirai, ja paramet-
ri e on edellinen permutaatioon valittu luku. Erikoistapauksena alussa e = -1,
kun permutaatioon ei ole valittu mitdaéan lukua. Joka askeleella funktio kay lapi
mahdollisuudet valita seuraava permutaation luku x. Globaali taulukko v ker-
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too, mitka luvut on kulloinkin valittu permutaatioon.

Permutaatioiden maira kasvaa seuraavasti:
joukon koko (n) permutaatioita (n!)

8 8!~ 40000
10 10! = 3-10°
12 12!~ 5-108
14 14!~ 9-101°

Tamén vuoksi jos tehtdavassa on tarkoitus kdyda kaikki joukon permutaatiot
lapi, n on yleensa 10 tai vihemman.

5.3 Ratsutehtava

Tehtdvda: Montako reittid on olemassa, joissa ratsu ldhtee liikkelle n xn -kokoisen
shakkilaudan vasemmasta yldkulmasta ja kdy kerran jokaisessa ruudussa?
Esimerkiksi 5 x 5 -shakkilaudassa yksi ratkaisu on:

1|4]11/16|25
12117| 2 | 5 |10
3 (20| 7 (24|15
18|13(22| 9 | 6
211 8119|1423

Seuraava koodi laskee reittien maaran:

int s[n] [n];

void haku(int y, int x, int k) {

if (<0 |l x<0 ||l y>n || x> n) return;
if (slyl[x]) return;
syl [x] = k;
if (k == n*n) {
cH++;
} else {

static int dy[] {1, 2, 1, 2, -1, -2, -1, -23};
static int dx[] {2, 1, -2, -1, 2, 1, -2, -13};
for (int 1 = 0; i < 8; i++) {

haku(y+dy[i], x+dx[i], k+1);

}
}
slyl [x] = 0;
}

// funktion kutsu:
haku(0, 0, 1);

Esimerkiksi kun n =5, reitteja on yhteensa 304.
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Funktiossa on ideana simuloida ratsun liikettéd laudalla. Parametrit tarkoit-
tavat, ettd ratsu on ruudukossa rivilla y sarakkeessa x ja se on kulkenut % as-
kelta. Funktio tarkastaa aluksi, ettd ratsu on laudan sisillé eiki se ole kdynyt
samassa ruudussa aiemmin. Tdmén jalkeen funktio kdy léapi kaikki vaihtoeh-
dot, miten ratsu voi jatkaa matkaansa.

Funktion ajankayttod on vaikea arvioida, koska haarautumisen méaara riip-
puu siitd, missd ruudussa ratsu on ja miten pitkalle reitti on edennyt. Kaytan-
nossi osoittautuu, ettd rajakohtana on n =5: kun n <5, haku on hyvin nopea,
mutta tapauksen n = 6 laskeminen vie jo kauan aikaa.

5.4 Puolivialihaku

Puolivilihaku (meet in the middle) on tekniikka, jossa hakualue puolitetaan
kahteen osaan ja kummallekin osalle suoritetaan erillinen peruuttava haku.
Tamén jalkeen hakujen tuottamat osittaiset ratkaisut yhdistetddn kokonaisik-
si ratkaisuiksi. Menetelméan kayttdminen vaatii, ettd ongelman voi jakaa kah-
deksi erilliseksi osaksi, joiden ratkaisut pystyy yhdistaméin tehokkaasti.

Puolivilihaun etuna on, ettd kummankin peruuttavan haun taytyy kasitella
vain puolet aineistosta. Esimerkiksi jos n = 40 ja muodostettavana on osajouk-
koja, yksittdinen haku kavisi lapi 24° ratkaisua ja olisi liian hidas. Sen sijaan
jakamalla aineisto kahteen osaan kummankin haun riittd4 kayda lapi 22° rat-
kaisua, mik& onnistuu tehokkaasti.

Puolivalihakua voi kayttaa esimerkiksi aiemmassa tehtavassa (5.1):

Tehtdvd: Annettuna on joukko, jossa on n lukua. Tehtdvianid on lakea, mo-
nessako joukon osajoukossa lukujen summa on x.

Ideana on jakaa joukon luvut kahdeksi joukoksi A ja B, joista kumpikin si-
saltdd noin n/2 lukua. Kummallekin joukolle suoritetaan peruuttava haku, joka
muodostaa kaikki mahdolliset summat joukossa olevista luvuista. Oletetaan,
ettd S, sisdltdd A:n summat ja Sp sisédltdd B:n summat. Tehtidvin ratkaisuja
ovat parit a € Sy ja b € Sp, joille patee a + b = x.

Esimerkiksi jos joukko on {2,5,6,8} ja x = 8, uudet joukot ovat A = {2,5}jaB =
{6,8}. Niistd muodostuvat summat S 4 =1[0,2,5,7]ja Sg =10,6,8,14]. Ratkaisuja
voidaan muodostaa kaksi: a =0 ja b =8 sekd a =2 ja b = 6. Naméi vastaavat
osajoukkoja {8} ja {2, 6}.
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Luku 6

Ahneet algoritmit

Ahne algoritmi (greedy algorithm) muodostaa ongelman ratkaisun tekemalla jo-
ka askeleella ahneen valinnan eli silld hetkelld parhaalta nayttavéan valinnan.
Toisin kuin peruuttava haku, ahne algoritmi ei koskaan peruuta tekemiiin va-
lintoja vaan muodostaa ratkaisun suoraan valmiiksi. TAméin ansiosta ahneet
algoritmit ovat yleensi hyvin tehokkaita.

Vaikeutena ahneissa algoritmeissa on keksia toimiva ahne strategia tehta-
vaan. Usein tavoitteena on muodostaa paras mahdollinen ratkaisu tehtavaén,
jolloin ahneen algoritmin tulee olla sellainen, ettd kulloinkin parhaalta nayt-
tavat valinnat tuottavat myos parhaan kokonaisuuden. Tamén perusteleminen
voi olla vaikeaa, vaikka ahne algoritmi olisi toiminnaltaan yksinkertainen.

6.1 Vaihtoraha

Tehtdvd: Annettuna on kaytossé olevat kolikkojen arvot sekd rahaméaara. Mika
on pienin méaara kolikoita, joilla rahamééran voi muodostaa?

Esimerkiksi jos kdytossa on eurokolikot ja muodostettava rahamééra on 5,20
euroa, tarvitaan vahintdan nelja kolikkoa: kaksi 2 euron kolikkoa, yksi euron
kolikko seké yksi 20 sentin kolikko.

Aloitamme tehtdvan kasittelyn eurokolikoista, ja tdmén jialkeen siirrymme
yleiseen tapaukseen, jossa kolikkokanta voi olla miki tahansa.

6.1.1 Eurokolikot

Kun kaytossi ovat eurokolikot, kolikkojen arvot ovat sentteina

{1,2,5,10,20,50,100,200}.

Luonteva ahne algoritmi tehtavadan on: poista rahaméérasta aina mahdol-
lisimman suuri kolikko, kunnes rahamairi on 0. Algoritmi toimii esimerkissa,
koska algoritmi poistaa rahaméaarasta 520 ensin kahdesti 200, sitten 100 ja lo-
puksi 20. Mutta toimiiko ahne algoritmi aina oikein?

Osoittautuu, etta eurokolikoiden tapauksessa ahne algoritmi toimii aina oi-
kein, eli se tuottaa aina ratkaisun, jossa on pienin méaéara kolikoita.

Algoritmin toimivuuden voi perustella seuraavasti:
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Kutakin kolikkoa 1, 5, 10, 50 ja 100 on optimiratkaisussa enintdéan yksi. Téa-
ma johtuu siité, etti jos ratkaisussa olisi kaksi tallaista kolikkoa, saman ratkai-
sun voisi muodostaa kayttden vihemmaén kolikoita. Esimerkiksi jos ratkaisussa
olisi kolikot 5 + 5, ne voisi korvata kolikolla 10.

Vastaavasti kutakin kolikkoa 2 ja 20 on optimiratkaisussa enintiain kaksi.
Jos ratkaisussa olisi kolme téallaista kolikkoa, ne voisi korvata kahdella muulla
kolikolla. Jos ratkaisussa olisi kolikot 2 + 2 + 2, ne voisi korvata kolikoilla 1+ 5,
ja vastaavasti kolikot 20 + 20 + 20 voisi korvata kolikoilla 10 + 50.

Edelleen kolikot 1+ 2+ 2 voisi korvata kolikolla 5 ja kolikot 10 + 20 + 20 voisi
korvata kolikolla 50.

Niiden havaintojen perusteella jos kolikon arvo on x ja valitaan joukko x:44a
pienempii kolikoita, joiden summa on x tai enemmaén, timén joukon voi korvata
pienemmaélli joukolla, jossa x on mukana. Niinpid ahne algoritmi, joka valitsee
aina suurimman kolikon, tuottaa optimiratkaisun.

Kuten ylla olevasta huomaa, ahneen algoritmin toimivuuden perustelemi-
nen voi olla vaikeaa, vaikka kyseessa olisi yksinkertainen algoritmi.

6.1.2 Yleinen tapaus

Yleisessd tapauksessa kolikot voivat olla mitd tahansa. Téll6in suurimman ko-
likon valitseva ahne algoritmi ei valttaméatta tuota optimiratkaisua.

Jos ahne algoritmi ei toimi, tdmén voi osoittaa nayttamalla vastaesimerkin,
jossa algoritmi antaa vadrian vastauksen. Téassa tehtiavissa vastaesimerkki on
helppoa keksii: jos kolikot ovat {1,3,4} ja muodostettava rahamééri on 6, ahne
algoritmi tuottaa ratkaisun 1+ 1+4, kun taas optimiratkaisu on 3 + 3.

Yleisessa tapauksessa tehtavan ratkaisuun ei tunneta ahnetta algoritmia,
mutta palaamme tehtavdin seuraavassa luvussa. Tehtavaéan on nimittéin ole-
massa dynaamista ohjelmointia kiyttiava algoritmi, joka tuottaa optimiratkai-
sun milla tahansa kolikoilla ja rahamaaralla.

6.2 Aikataulutus

Monet aikataulutukseen liittyvit ongelmat on mahdollista ratkaista ahneilla al-
goritmeilla. Tutustumme seuraavaksi klassiseen tehtédvéién, johon on olemassa
monta luontevaa ahnetta algoritmia. Kuitenkin vain yksi ahneista algoritmeis-
ta tuottaa aina optimaalisen ratkaisun.

Tehtdvd: Annettuna on n tapahtumaa, joista tiedetddn alku- ja loppuaika.
Tehtéavasi on suunnitella aikataulu, jota seuraamalla pystyt osallistumaan mah-
dollisimman moneen tapahtumaan. Et voi osallistua tapahtumaan osittain.

Tarkastellaan esimerkkié, jossa tapahtumat ovat:

tapahtuma alkuaika loppuaika
1 3

QW

2 5
3 9
6 8
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Téassa tilanteessa on mahdollista osallistua korkeintaan kahteen tapahtu-
maan. Yksi mahdollisuus on osallistua tapahtumiin B ja D seuraavasti:

Tarkastellaan seuraavaksi kolmea ahnetta algoritmia tehtiavan ratkaisuun.

Algoritmi 1

Ensimmaéinen idea on jarjestdd tapahtumat niiden keston mukaan ja valita mu-
kaan mahdollisimman lyhyitd tapahtumia. T4lla algoritmilla esimerkissa valit-
taisiin tapahtumat A ja C, jotka ovat lyhimmét tapahtumat.

Tama algoritmi ei kuitenkaan toimi esimerkiksi seuraavassa tilanteessa:

| |
L]
| |

Kun lyhyt tapahtuma valitaan mukaan, on mahdollista osallistua vain yh-
teen tapahtumaan. Kuitenkin valitsemalla pitkit tapahtumat olisi mahdollista
osallistua kahteen tapahtumaan.

Algoritmi 2

Toinen idea on valita mukaan aina tapahtuma, joka alkaa mahdollisimman ai-
kaisin. T4lla algoritmilla esimerkisséa valittaisiin tapahtumat A ja C.
Tamakaan algoritmi ei kuitenkaan toimi:

]
]

Kun ensimmadisenéd alkava tapahtuma valitaan mukaan, mitddn muuta ta-
pahtumaa ei ole mahdollista valita. Kuitenkin olisi mahdollista osallistua kah-
teen tapahtumaan valitsemalla kaksi myohempé&a tapahtumaa.
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Algoritmi 3

Kolmas idea on valita mukaan aina tapahtuma, joka paéttyy mahdollisimman
aikaisin. T4lla algoritmilla esimerkissa valittaisiin tapahtumat A ja C.

Osoittautuu, ettd timéa ahne algoritmi tuottaa aina optimiratkaisun. Taméan
voi perustella tarkastelemalla ensimmaéisen tapahtuman valintaa.

Jos ensimmaéinen tapahtuma péaattyy mahdollisimman aikaisin, sen jalkeen
pystyy valitsemaan viela mahdollisimman paljon muita tapahtumia. Jos sen si-
jasta valittaisiin toinen myohemmin paéattyva tapahtuma, tdmaé ei ainakaan li-
séisi mahdollisuuksia valita myohempia tapahtumia. Niinpé on aina hyva rat-
kaisu valita ensimmaéiseksi tapahtuma, joka paidttyy mahdollisimman aikaisin.

6.3 Konstruktio

Joskus tehtiviané on laatia konstruktiivinen algoritmi, joka tuottaa jonkin rat-
kaisun tehtivaian tai ilmoittaa, ettei ratkaisua ole olemassa. Konstruktiiviset
algoritmit ovat usein ahneita.

Tehtdvd: Sinulle on annettu lukujoukko {1,2,...,n}. Tehtdvisi on etsii jokin
tapa jakaa luvut kahteen joukkoon A ja B niin, ettd kummankin joukon summa
on sama, tai todeta, ettd tdma ei ole mahdollista.

Esimerkiksi jos n = 7, yksi ratkaisu on valita joukot A = {1,6,7} ja B =
{2,3,4,5}, joissa molemmissa summa on 14.

Lukujen 1,2,...,n summa on s = n(n + 1)/2. Jos s on pariton, ei ole mahdol-
lista jakaa lukuja kahteen joukkoon, joiden summa olisi sama. Jos taas s on
parillinen, kummankin joukon lukujen summan tulee olla s/2.

Osoittautuu, ettd jos s on parillinen, niin lukujoukot on aina mahdollista
muodostaa ja tdmé onnistuu seuraavalla ahneella algoritmilla.

Ideana on kayda lapi luvut jarjestyksessd x = n,n—1,...,1 ja lisata luku x
joukkoon A, jos lisdyksen jalkeen A:n summa on enintdén s/2, ja muuten jouk-
koon B. Algoritmin pédétteeksi jokainen luku on jommassakummassa joukossa
ja kummankin joukon summa on s/2.

Esimerkiksi kun n =7, algoritmi sijoittaa joukkoon A luvut {1,6,7} ja jouk-
koon B luvut {2,3,4,5}. Algoritmi toimii, koska joka askeleella A:sta puuttuva
summa on korkeintaan 1+ 2+ --- + x, missi x on kasiteltava luku.

6.4 Keskiluvut

Tarkastellaan lopuksi kahta tehtédvaa, joissa tehtidvana on etsia keskiluku, joka
on mahdollisimman ldhelld kaikkia taulukon alkioita.

6.4.1 Itseisarvosumma

Ensimmaéinen tehtéava on etsiéd luku x, joka minimoi summan

[t[0]—x| +|t[1]— x| +--- +|t[n — 1] —x].
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Esimerkiksi jos taulukko on [1,2,9,2,6], paras ratkaisu on x = 2, koska sil-
loin summaksi tulee

[1-2|+12-2[+[9-2|+]2-2|+]|6-2| =12,

joka on pienin mahdollinen.

Osoittautuu, ettd yleisessd tapauksessa paras valinta x:n arvoksi on tau-
lukon mediaani eli keskimmaéiinen luku jarjestetyssa taulukossa. Esimerkiksi
taulukko [1,2,9,2,6] on jirjestyksessi [1,2,2,6,9], joten mediaani on 2.

Mediaanin valinta on paras ratkaisu, koska jos x on mediaania pienempi tai
suurempi, x:n siirtdminen lahemmas mediaania pienentdéd summaa.

6.4.2 Neliosumma

Olkoon sitten tilanne muuten sama, mutta minimoitavana on summa

(t[0] — %)% + (£[1] = %)% + - + (t[n — 1] - x)2.

Taulukon [1,2,9,2,6] paras ratkaisu on nyt x = 4, josta tulee

(1-42+(2-42+9-4)2+©2-4)%+(6-4)? =46.

Nyt paras valinta x:n arvoksi on taulukon arvojen keskiarvo. Esimerkissa
taulukon keskiarvo on (1+2+9+2+6)/5=>5.
Tamén voi johtaa jarjestdmaélla summan uudestaan muotoon

(t[012 +t[11% +--- + tln — 11%) — 2x(t[0] + t[1] +--- + t[n — 1]) + nx2.

Ensimmaéinen osa ei riipu x:sté, joten sen voi unohtaa. Jiljelle jadvista osista
muodostuu funktio nx?—2xs, missd s = t[0]+t[1]+---+t[n—1]. Tam4 on ylospéin
aukeava paraabeli, jonka nollakohdat ovat x = 0 ja x = 2s/n ja pienin arvo on
niiden keskikohta x = s/n eli taulukon lukujen keskiarvo.
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Luku 7

Dynaaminen ohjelmointi

Dynaaminen ohjelmointi (dynamic programming) on tekniikka, joka yhdistdaa
peruuttavan haun toimivuuden ja ahneiden algoritmien tehokkuuden. Ideana
on kayda lapi kaikki tehtéavan ratkaisut siten, ettd haun aikana sama osarat-
kaisu kasitellddan vain kerran. Dynaaminen ohjelmointi toimii tehokkaasti, jos
erilaisia osaratkaisuja on riittavan pieni maara.

Tamaé luku johdattaa dynaamiseen ohjelmointiin perusesimerkkien kautta.
Dynaamisen ohjelmoinnin ymmértdminen on yksi merkkipaalu jokaisen kisa-
koodarin uralla. Dynaaminen ohjelmointi on monipuolinen tekniikka, ja siithen
palataan monta kertaa my6hemmin kirjassa erilaisissa tilanteissa.

7.1 Vaihtoraha

Tutustumme dynaamiseen ohjelmointiin tutun tehtiavian kautta:

Tehtdvda: Annettuna on kaytossa olevat kolikkojen arvot sekd rahaméaara.
Mik4 on pienin mééra kolikoita, joilla rahamééran voi muodostaa?

Luvussa 6 ratkaisimme tehtdvan ahneella algoritmilla, joka muodostaa ra-
hasumman valiten mahdollisimman suuria kolikoita. Ahne algoritmi toimii esi-
merkiksi silloin, kun kolikot ovat eurokolikot, mutta yleisessd tapauksessa ahne
algoritmi ei valttamatta valitse pienintd méaaraa kolikoita.

Nyt on aika ratkaista tehtdvéa tehokkaasti dynaamisella ohjelmoinnilla niin,
etta algoritmi toimii milla tahansa kolikoilla.

7.1.1 Rekursiivinen esitys

Dynaamisessa ohjelmoinnissa on ideana esittid4 ongelma rekursiivisesti niin, et-
ta ongelman ratkaisun voi laskea saman ongelman pienempien tapausten rat-
kaisuista. Tdssa tehtaviassa luonteva ongelma on seuraava: miké on pienin maa-
ra kolikoita, joilla voi muodostaa rahamééran x?

Merkitiadn f(x) funktiota, joka antaa vastauksen ongelmaan, eli f(x) on pie-
nin maidra kolikoita, joilla voi muodostaa rahaméairian x. Funktion arvot riip-
puvat siitd, mitka kolikot ovat kaytossa. Esimerkiksi jos kolikot ovat {1,3,4},
funktion ensimmaéiset arvot ovat:
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f(0O) = 0
) =1
f@2) = 2
f@ =1
f@ =1
f(5) = 2

Funktion arvo f(0) = 0, koska jos rahaméaéra on 0, ei tarvita yhtaéan kolikkoa.
Vastaavasti f(3) = 1, koska rahamééran 3 voi muodostaa kolikolla 3, ja f(5) =2,
koska rahamééran 5 voi muodostaa kolikoilla 1 ja 4.

Oleellinen ominaisuus funktiossa on, ettd arvon f(x) pystyy laskemaan re-
kursiivisesti kayttden pienempié funktion arvoja. Esimerkiksi jos kolikot ovat
{1,3,4}, on kolme tapaa alkaa muodostaa rahaméérii x: valitaan kolikko 1, 3 tai
4. Jos valitaan kolikko 1, tdytyy muodostaa vield rahamééra x — 1. Vastaavasti
jos valitaan kolikot 3 tai 4, taytyy muodostaa rahamaara x — 3 tai x — 4.

Niinpa rekursiivinen kaava on

fx)=min(f(x—1),f(x—3),f(x—4))+1,

missd funktio min laskee minimin parametreistaan. Yleisemmin jos kolikot
ovat {k1,k9,...,k,}, rekursiivinen kaava on

f)=min(f(x —k1),f(x—k2),...,f(x—Fkp))+ 1.

Funktion pohjatapauksena on f(0) = 0. Liséksi on hyva maaritella f(x) = oo,
jos x < 0. Tamén ideana on, ettd negatiivisen rahaméaarian muodostaminen vaa-
tii aarettomasti kolikoita, miké estdé sen, ettd rekursio muodostaisi ratkaisun,
johon kuuluu negatiivinen rahamaéaéara.

C++:1la funktion méaarittely nayttaa seuraavalta:

int f(int x) {
if (x < 0) return 1e9;
if (x == 0) return O;
int u = 1e9;
for (int i = 0; i < n; i++) {
u = min(u, f(x-k[il));
}
return u+l;

}

Koodi olettaa, ettd kaytossa olevat kolikot ovat k[0],k[1],...,k[n — 1]. Arvo
10% kuvastaa déiretontd. Tadma on toimiva funktio, mutta se ei ole vieli tehokas.
Seuraavaksi esiteltiva muistitaulukko tekee funktiosta tehokkaan.

7.1.2 Muistitaulukko

Dynaaminen ohjelmointi tehostaa rekursiivisen funktion laskentaa tallentamal-
la funktion arvoja muistitaulukkoon. Taulukon avulla funktion arvo tietylla pa-
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rametrilla tarvitsee laskea vain kerran, minké jdlkeen sen voi hakea suoraan
taulukosta. Tam& muutos nopeuttaa algoritmia huomattavasti.

Tassa tehtaviassa muistitaulukon voi toteuttaa nain:

int d[N];
int f(int x) {
if (x < 0) return 1e9;
if (x == 0) return 0;
if (d[x]) return d[x];
int u = 1e9;
for (int i = 0; i < n; i++) {
u = min(u, f(x-k[il));
}
d[x] = u+i1;
return d[x];

Ideana on, etti d[x] tulee sisdltaméédn arvon f(x). Jos d[x] on laskettu, funk-
tio palauttaa sen suoraan. Muuten funktio laskee arvon rekursiivisesti ja tallen-
taa sen kohtaan d[x]. Taulukon d koko N on valittu niin suureksi, ettd kaikki
x:n arvot mahtuvat taulukkoon.

Tamin muutoksen ansiosta funktio toimii nopeasti, koska sen tarvitsee las-
kea vastaus kullekin x:n arvolle vain kerran rekursiivisesti. Funktion aikavaa-
tivaus on vain O(xn), kun lasketaan vastaus rahamaéaarille x.

7.1.3 Silmukkatoteutus

Dynaamisen ohjelmoinnin ratkaisu on mahdollista toteuttaa rekursion sijasta
myos silmukalla. Ideana on tayttaa taulukko d silmukalla kdénteisessa jarjes-
tyksessé rekursioon verrattuna.

Tassa tehtavassa silmukasta tulee:

d[o] = 0;
for (int i = 1; i <= x; i++) {
int u = 1e9;
for (int j = 0; j < mn; j++) {
if (i-k[j] < 0) continue;
u = min(u, d[i-k[j11);
}
d[i] = u+1;

Silmukan jalkeen taulukko d sisdltdd vastaukset kaikille rahaméérille 0,1, ..., x.
Silmukkatoteutus on lyhyempi ja hieman tehokkaampi kuin rekursiototeutus,
minké vuoksi kokeneet kisakoodarit toteuttavat dynaamisen ohjelmoinnin usein
silmukalla. Kuitenkin silmukan taustalla on yhi rekursiivinen idea.
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7.1.4 Ratkaisun tulostus

Tyypillinen laajennus ongelmaan on, ettd optimiratkaisun arvon lisdksi pitda
tulostaa yksi mahdollinen ratkaisu. Tassa tehtaviassa tamé tarkoittaa, ettd oh-
jelman taytyy antaa esimerkki tavasta valita kolikot.

Tama onnistuu laajentamalla ratkaisua toisella taulukolla, joka kertoo kul-
lekin x:n arvolle, mika kolikko siitd kannattaa poistaa. Seuraavassa koodissa
taulukko e huolehtii asiasta:

d[0] = 0;
for (int i = 1; i <= x; i++) {
d[i] = 1e9;

for (int j = 0; j < mn; j++) {
if (i-k[j] < 0) continue;
int u = d[i-k[j]]+1;
if (u < d[il) {
d[i] = u;
elil = k[jl;

Taméin jalkeen ratkaisun voi tulostaa néiin:

while (x > 0) {
cout << e[x] << "\n";
x -= e[x];

7.2 Pisin nouseva alijono

Tehtdvda: Annettuna on taulukko, jossa on n kokonaislukua. Kuinka pitkd on
taulukon pisin nouseva alijono?

Taulukon t alijono on tlail,tlas],...,tla], missd m on alijonon pituus ja
0<ai<ag<--<apy<n. Alijjono on nouseva, jos tlai] < tlagsl < - < tla,l.
Esimerkiksi taulukon [6,2,5,1,7,4,8, 3] pisin nouseva alijono on [2,5,7,8].

Ongelman rekursiivinen esitys on laskea, kuinka pitkd on pisin taulukon
kohtaan k& paattyva nouseva alijono. Olkoon f(k) pisimmén kohtaan k paatty-
van nousevan alijonon pituus. Tata funktiota kdyttden pisimmén nousevan ali-
jonon pituus taulukossa on suurin arvoista f(0), f(1),...,f(n—1).

44



Esimerkkitaulukossa funktion arvot ovat:

) =
fa =
f2) =
f@ =
f4) =
f6) =
f®e) =
() =

N R DNWHDNDRHE -

Esimerkiksi f(0) = 1, koska pisin kohtaan 0 paattyva nouseva alijono on [6].
Vastaavasti f(5) = 2, mika vastaa alijonoja [2,4] ja [1,4]. Funktion suurin arvo
on kohdassa 6, koska kohtaan 6 paattyy alijono [2,5,7,8].

Osoittautuu, ettd arvo f(k) voidaan laskea arvoista f(0), f(1),...,f(k—1). Ta-
pauksia on kaksi: Jos alijonossa on vain yksi luku, sen pituus on 1. Muuten
alijonon pituus on f(e)+1, jossa e < k ja t[e] < t[k]. Jos e on mahdollista valita
monella tavalla, se tulee valita niin, ettd f(e) on suurin mahdollinen.

Esimerkiksi alijonoon [2,5,7,8] kuuluvat luvut ovat kohdissa 1, 2, 4 ja 6.
Funktion arvot ndisséa kohdissa ovat f(1)=1, f(2)=2, f(4) =3 ja f(6) =4.

Seuraava koodi laskee pisimmén nousevan alijonon pituuden dynaamisella
ohjelmoinnilla. Koodi laskee funktion arvon f(k) taulukkoon d[£] ja pisimmén
alijonon pituuden muuttujaan p.

-

int p = 1;
for (int i =
dfi] = 1;
for (dnt j = 0; j < i; j++) {
if (e0j] < tliD {
dli] = max(d[il, d[jl+1);

0; i < n; i++) {

[I—

}

}
p = max(p, d[il);

}

Koodin aikavaativuus on O(n?). Yllattavaa kylld, pisimmén nousevan alijonon
voi etsid myos ajassa O(nlogn). Keksitko, miten se tapahtuu?

7.3 Bittijono

Tehtdvd: Bittijono on hauska, jos siini ei ole koskaan kahta ykkosbittid perak-
kain. Montako hauskaa n merkin pituista bittijonoa on olemassa?

Esimerkiksi jos n = 4, vastaus on 8, koska bittijonot ovat 0000, 0001, 0010,
0100, 0101, 1000, 1001 seka 1010.

Tamén tehtavan voi esittdd monella tavalla rekursiivisena funktiona. Yk-
si esitystapa on, ettd f(n,c) tarkoittaa, montako n-merkkista bittiin ¢ paatty-
vaa hauskaa bittijonoa on olemassa. Téll6in n-merkkisten hauskojen bittijono-
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jen maara saadaan laskettua kaavalla f(n,0) + f(n,1). Esimerkiksi kun n =4,
f(4,0)=5ja f(4,1) = 3, joten hauskoja bittijonoja on 5+ 3 = 8.
Kun n =1, bittijonoja on yksi:

f(1,00 = 1
f4n =1

Kun n > 1, rekursioksi tulee:

f(r,1) = f(n-1,0)

Ensimmaéinen tapaus vastaa sita, etta bittijono paattyy nollabittiin. Talloin
edellinen bitti voi olla joko nollabitti tai ykkosbitti. Toisessa tapauksessa bitti-
jono paattyy ykkosbittiin, jolloin edellisen bitin on pakko olla nollabitti.

Tasta syntyy dynaamisen ohjelmoinnin ratkaisu:

d[1][o] 1;

d[1][1] 1;

for (int 1 = 2; i <= n; i++) {
d[i] [0] dli-1][0]+d[i-1]1[1];
d[i] [1] d[i-1][0];

}
int ¢ = d[n] [0]+d[n] [1];

Koodi laskee hauskojen n-pituisten bittijonojen mairan muuttujaan c, ja koodin
aikavaativuus on O(n).

7.4 Reitti raudukossa

Tehtdvd: Annettuna on n x n -ruudukko lukuja. Tehtavasi on etsii reitti vasem-

masta yldkulmasta oikeaan alakulmaan niin, ettd lukujen summa on mahdolli-

simman suuri. Saat litkkkua joka askeleella yhden ruudun oikealle tai alaspéin.
Seuraavassa ruudukossa paras reitti on merkitty harmaalla taustalla:

317192
98|35
117198
3186|410
613|978

Talla reitilla lukujen summa on 3+9+8+7+9+8+5+10+8 =67, joka on
suurin mahdollinen summa vasemmasta yldkulmasta oikeaan alakulmaan.

Hyva lahestymistapa tehtavaan on laskea kuhunkin ruudukon ruutuun (y, x)
suurin summa reitillda vasemmasta yldkulmasta kyseiseen ruutuun. Merkitiaan
tatd suurinta summaa f(y,x), jolloin f(n —1,n — 1) on suurin summa reitilla va-
semmasta yldkulmasta oikeaan alakulmaan.
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Askeisessd ruudukossa esimerkiksi £(0,0) =3, £(2,0) = 13 ja f(4,4) = 67.
Rekursio syntyy havainnosta, ettd ruutuun (y,x) saapuvan reitin taytyy tul-
la joko vasemmalta ruudusta (y,x — 1) tai ylhaalta ruudusta (y — 1, x):

Kun r[yl[x] on ruudukon luku kohdassa (y,x), rekursion perustapaukset
ovat:

£(0,0) = r[0][0]
f0,x) = f(0,x—1)+r[0][x]
f(y,0)0 = f(y—1,0)+rlyll0]

Yleisessd tapauksessa valittavana on kaksi reittid, joista kannattaa valita
se, joka tuottaa suuremman summan:

f(y,x) =max(f(y,x—1),f(y—1,x))+rlyllx]

Dynaamisen ohjelmoinnin ratkaisuksi tulee:

for (dnt 1 = 0; 1 < n; i++) {
for (int j = 0; j < mn; j++) {
if (4 ==0¢&& j==0) {
d[il [j1 = r[i]1[j];
} else if (i == 0) {
d[il [j] = dlil [j-11+r[i1[j];
} else if (j == 0) {
dlil[j] = dli-11[j1+r[i][5];
} else {
d[i][j] = max(d[i][j-11,d[i-11[j]1)+r[i1[j];
}

}

Koodin aikavaativuus on O(n?) eli paras mahdollinen.
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Luku 8

Taulukon kiasittely

Tama luku esittelee tekniikoita taulukon kasittelyyn. Summataulukon avulla
pystyy laskemaan tehokkaasti taulukon vilin summan, ja kahden osoittimen
tekniikka pitaa ylla liikkuvaa vélia taulukossa. Lopuksi tutustumme algorit-
meihin, jotka kayttaviat taulukon kisittelyssd apurakenteena pinoa ja jonoa.

8.1 Summataulukko

Summataulukko (prefix array) kertoo jokaiselle taulukon kohdalle, miké on tau-

lukon alkuosan lukujen summa kyseiseen kohtaan mennessda. Summataulukon

avulla voi laskea tehokkaasti minka tahansa taulukon vilin summan.
Esimerkiksi taulukon

summataulukko on:

1/4|81]16(22|23|27|29

Summataulukon voi muodostaa O(n)-ajassa alkuperiisestd taulukosta. Taméan
jalkeen minki tahansa taulukon vilin summan voi laskea O(1)-ajassa kahdesta
summataulukon arvosta. Riittd4a ndet vahentaa vilin lopussa olevasta summas-
ta vilin alkua edeltdva summa.

Esimerkiksi vilin

113|486 |1|4 )2

summa on 8+6+1+4 =19. Taman saa summataulukosta laskemalla 27—-8 = 19:

1/4|8|16(22|23|27 |29

Yleisemmin taulukon T' summan valilla a,a+1,...,b eli Tlal+T[a+1]+---+T[b]
saa laskettua summataulukosta S kaavalla S[b] - S[a — 1].

Summataulukko on mahdollista yleistdd myos korkeampiin ulottuvuuksiin.
Esimerkiksi kaksiulotteisen summataulukon jokaisessa kohdassa on sellaisen
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suorakulmion summa, joka alkaa taulukon vasemmasta ylakulmasta ja paattyy
kyseiseen kohtaan. Nyt mink& tahansa suorakulmion summan saa laskettua
neljan vasemmasta yldkulmasta alkavan suorakulmion avulla.

Seuraava ruudukko havainnollistaa asiaa:

Harmaan suorakulmion summan saa laskettua kaavalla

S(A)-S(B)-S(C)+SD),

missid S(X) tarkoittaa summaa vasemmasta ylakulmasta kirjaimen X osoit-
tamaan kohtaan asti.

8.2 Kaksi osoitinta

Kahden osoittimen (two pointers) tekniikassa algoritmissa on kaksi muuttujaa,
jotka kertovat vilin alku- ja loppukohdan taulukossa. Algoritmin aikana osoitti-
met liikkkuvat eteenpéin vaihtelevaa tahtia. Yhteensa kumpikin osoitin liikkuu
O(n) askelta, joten algoritmin aikavaativuus on O(n).

Tarkastellaan esimerkiksi seuraavaa tehtavaa:

Tehtdvd: Annettuna on taulukko, jossa on n positiivista lukua. Tehtédvési on
laskea, monessako taulukon yhteniisesséa vilissid lukujen summa on x.

Esimerkiksi taulukossa

1/3[/4(8]6|1|4]|2

on kolme vilié, joissa summana on 7:

1(3|4(8|6|1|4]|2

13486 |1|4]|2

Kahden osoittimen ratkaisu pitéaa ylla osoittimia a ja b niin, ettéa a osoittaa
valin vasemman reunan ja b osoittaa valin oikean reunan. Joka kierroksella a
liikkuu askeleen eteenpdin ja b liikkuu eteenpéin, kunnes vilin summa on x tai
enemmain. Jos vilin [a,b] summa on x, kyseinen véli on yksi ratkaisuista.
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Kumpikin osoitin liikkuu yhteensa O(n) askelta, joten algoritmin kokonais-
aikavaativuus on O(n).

Vaihtoehtoinen tapa ratkaista tehtava on kiyttdda summataulukkoa ja bi-
naarihakua. Taméan ratkaisun aikavaativuaus on O(nlogn), eli se on hieman hi-
taampi, mutta kuitenkin edelleen tehokas ratkaisu.

8.3 Apurakenteet

Joskus taulukon kisittelyssa tarvitsee apurakenteena pinoa, jonoa tai niiden
yhdistelmaa. Yleensa taulukon ldapikdynnin yhteydessa pidetdén ylla rakennet-
ta, joka sisdltda osan taulukon alkioista jarjestyksessa.

Seuraavaksi tutustumme muutamaan algoritmiin, jotka pitavat ylla tallais-
ta apurakennetta.

8.3.1 Seuraava suurempi

Tehtdvda: Annettuna on taulukko, jossa on n lukua. Selvita jokaiseen taulukon
kohtaan, miké on seuraava suurempi luku oikealla.
Esimerkiksi taulukossa

3|7(4,2|5]8|1|3

suuremmat luvut ovat:

Ideana on kidyda ldapi taulukko oikealta vasemmalle ja pitaa ylld pinoa tau-
lukon luvuista. Joka vaiheessa pinosta poistetaan lukuja, kunnes vastaan tulee
luku, joka on kisiteltdvaa taulukon lukua suurempi. Tdméa luku on seuraava
suurempi luku taulukossa. Jos pino tyhjenee, niin mitddn suurempaa lukua ei
ole oikealla. Lopuksi késiteltava luku lisatdéan pinoon.

Esimerkin taulukossa pinon sisdltéo muuttuu néin:

sl7]4l2]5]8]1]3
374251
7| 8| 5] |5 |8 3
8 8| |8

Algoritmin aikavaativaus on O(n), koska jokainen taulukon luku lisdtdéan
kerran pinoon ja poistetaan kerran pinosta. Niinp4 jokaista lukua kohden teh-
daan O(1) tyota. Tallaisesta tavasta laskea aikavaativuus kaytetaén joskus ni-
med tasoitettu analyysi (amortized analysis).
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8.3.2 Liukuvan ikkunan minimi

Tehtdvd: Annettuna on taulukko, jossa on n lukua, seké ikkunan koko k. Tehté-
vana on laskea liukuvan ikkunan minimi (sliding window minimum) eli jokai-
sen k-pituisen véilin pienin luku.

Esimerkiksi taulukossa

3|1(5|3|4|7|2|5

4-kokoisen liukuvan ikkunan minimi on lukujono 1, 1, 3, 2, 2.

Tehokas ratkaisu tehtdvaan on kiyda taulukkoa lapi vasemmalta oikealle ja
yllapitaa listassa nousevaa lukujonoa vilisséa olevista luvuista.

Ideana on, etta listan ensimmaéinen luku on aina véilin pienin luku. Kun ik-
kuna liikkuu eteenpdin, listan lopusta poistetaan lukuja niin kauan kuin kuin
ikkunan uusi luku on pienempi tai yhtd suuri kuin listan viimeinen luku. Té-
mén jialkeen ikkunan uusi luku lisdtdén listaan. Lisdksi jos listan ensimméinen
luku jaa ikkunan ulkopuolelle, se poistetaan listasta.

Algoritmin aikavaativuaus on O(n), koska jokaista lukua kohden listaan ta-
pahtuu yksi lisays ja yksi poisto ja listaa késitelldan vain sen péaista.

8.3.3 Suurin suorakulmio

Tehtdvda: Annettuna on lauta-aita, jonka jokaisen laudan leveys on 1 ja korkeu-
det vaihtelevat. Mikd on pinta-alaltaan suurin suorakulmion muotoinen mai-
nos, jonka aitaan voi kiinnittaa?

Esimerkiksi aidassa

suurin mainos on

=il

Tama tehtdva ratkeaa O(n)-ajassa kdymalla lapi aitojen pituudet sisaltava
taulukko vasemmalta oikealle ja pitamaélla ylla pinoa, joka sisdltdd mahdolliset
aloituskohdat kyseiseen kohtaan péaéttyville mainokselle.
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Luku 9

Segmenttipuu

Segmenttipuu (segment tree) on tietorakenne, jonka avulla taulukkoon voi to-
teuttaa tehokkaasti monenlaisia valikyselyita. Tavallisia vilikyselyita ovat tau-
lukon vélin summan, minimin ja maksimin laskeminen. Segmenttipuu mahdol-
listaa seké valikyselyn ettd taulukon muuttamisen ajassa O(logn).

Segmenttipuuta voi ajatella luvun 8.1 summataulukon yleistyksené. Siini
on kaksi etua summataulukkoon ndhden. Ensinndkin segmenttipuu sallii taulu-
kon muuttamisen, mika ei ole mahdollista summataulukossa. Lisdksi segment-
tipuun avulla voi toteuttaa monia muitakin vélikyselyitd kuin summan laske-
misen.

9.1 Rakenne

Segmenttipuun alimmalla tasolla on taulukon sisdlto ja ylemmilla tasoilla on
vilikyselyihin tarvittavaa tietoa. Oletamme aluksi, ettéd taulukko sisaltdaa luku-
ja ja valikysely laskee vilin lukujen summan.

Seuraavassa kuvassa on 16-alkioista taulukkoa vastaava segmenttipuu, jo-
ka on tarkoitettu summakyselyihin. Jokainen puun solmu sisiltidd kahden alem-
man tason solmun summan, ja puun lehdet ovat taulukon alkioita.
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Segmenttipuu on mukavinta rakentaa niin, ettd taulukon koko on 2:n potenssi,
koska silloin tuloksena on taydellinen bindaripuu. Jatkossa oletamme aina, etta
taulukko tayttaa tdméan vaatimuksen. Jos taulukon koko ei ole 2:n potenssi, sen
loppuun voi lisdta tyhjda niin, ettd koosta tulee 2:n potenssi.

9.2 Operaatiot

Segmenttipuun operaatiot ovat vilikyselyn suoritus sekéd taulukon muuttami-
nen. Puurakenteen ansiosta kumpikin operaatio on mahdollista toteuttaa niin,
ettid operaation aikavaativuus on O(logn)

9.2.1 Vailikysely

Oletamme edelleen, etta vilikyselyna on summan laskeminen. Ideana on laskea
summa kéayttden mahdollisimman korkealla puussa olevia summia.
Esimerkiksi taulukon valin

summa muodostuu seuraavista osista:

9.2.2 Muuttaminen

Kun taulukon arvo muuttuu, segmenttipuussa taytyy paivittaa kaikkia solmu-
ja, joiden arvo riippuu muutetusta taulukon kohdasta. Tdméi tapahtuu kul-
kemalla puuta ylospain huipulle asti ja tekemallda muutokset. Seuraava kuva
nayttad, mihin puun solmuihin taulukossa oleva arvo vaikuttaa.
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9.2.3 Toteutus

Tehokas tapa toteuttaa segmenttipuu on tallentaa puu taulukkoon. Oletetaan,
ettd segmenttipuuhun tiaytyy tallentaa N lukua (N on 2:n potenssi), ja varataan
segmenttipuulle taulukko p, johon mahtuu 2N alkiota:

int p[2*N];

Segmenttipuun siséltoé tallennetaan taulukkoon huipulta ldhtien niin, etta
pl1] on ylin summa, p[2] ja p[3] ovat seuraavan tason summat jne. Segmentti-
puun alin taso eli taulukon sisilto tallennetaan kohdasta p[N] eteenpéin. Huo-
maa, ettd kohta p[0] on kayttaméton, koska puussa on yhteensa 2N — 1 alkiota.

Funktio summa laskee summan vililld a...b:

int summa(int a, int b) {

a += N; b += N;

int s = 0;

while (a <= b) {
if (%2 == 1) s += pla++];
if (b%2 == 0) s += plb--1;
a/=2;b /=2;

}

return s;

}

Ideana on aloittaa summan laskeminen segmenttipuun pohjalta ja litkkkua
askel kerrallaan ylemmalle tasolle. Funktio laskee summan muuttujaan s yh-
distamélla puussa olevia osasummia. Osasumma lisdtdén summaan silloin, kun
ylemmalle tasolle siirtyminen toisi summaan mukaan véiliin kuulumattomia lu-
kuja.

Funktio muuta muuttaa kohdan % arvoksi x:

void muuta(int k, int x) {
k += N;
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plk] = x;
for (k /=2; k>=1; k /=2) {
plk] = pl[2*k]+p[2%k+1];
}
}

Ensin funktio tekee muutoksen puun alimmalle tasolle taulukkoon. Taméan jal-
keen se paivittaa kaikki osasummat puun huipulle asti. Taulukon p indeksoin-
nin ansiosta kohdasta £ alemmalla tasolla ovat kohdat 2% ja 2k + 1.

Molemmat segmenttipuun operaatiot toimivat ajassa O(logn), koska n alkio-
ta sisdltavassa segmenttipuussa on O(logn) tasoa ja operaatiot siirtyviat askel
kerrallaan segmenttipuun tasoja ylospain.

9.2.4 Muut kyselyt

Segmenttipuu mahdollistaa summan lisédksi minké tahansa vialikyselyn, jonka
pystyy laskemaan osissa summaa vastaavasti. Kyselyn voi toteuttaa segmentti-
puuna, jos véalien a...b ja c...d tuloksista pystyy laskemaan tehokkaasti valin
a...d tuloksen. Téallaisia kyselyita ovat esimerkiksi minimi ja maksimi, suurin
yhteinen tekija seki bittioperaatiot and, or ja xor.

Esimerkiksi tdssid on aiemmasta taulukosta tehty minimipuu:

Tassa segmenttipuussa jokainen puun solmu kertoo, miki on pienin luku
sen alapuolella olevassa taulukon osassa. Segmenttipuun ylin luku on pienin
luku koko taulukon alueella. Puun toteutus on samanlainen kuin summan las-
kemisessa, mutta joka kohdassa pitda laskea summan sijasta lukujen minimi.

9.3 Vilin muuttaminen

Tahidn mennessi bindiri-indeksipuun ja segmenttipuun operaatiot ovat olleet
valikysely ja yksittdisen arvon muuttaminen. Tarkastellaan lopuksi tilannetta,
jossa pitadkin muuttaa vileja ja kysella yksittdisia arvoja. Tarkemmin sanoen
haluamme toteuttaa operaation, joka kasvattaa kaikkia vilin arvoja x:114.
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Yllattavaa kylla, voimme kayttaa samoja puurakenteita myos tdassa tilan-
teessa. Tama vaatii, ettd muutamme taulukkoa niin, etta jokainen taulukon ar-
vo kertoo muutoksen edelliseen arvoon ndhden. Esimerkiksi taulukosta

i/|01 2 3 45 617
til1|3 3 1 1 1 5 2 2
tulee seuraava:
i|]001 23 45 67
til[3 0 -2 0 0 4 -3 0

Minki tahansa vanhan arvon saa uudesta taulukosta laskemalla summan tau-
lukon alusta kyseiseen kohtaan asti. Esimerkiksi kohdan 6 vanha arvo 2 saa-
daan summana 3—-2+4-3 =2,

Uuden tallennustavan etuna on, ettd valin muuttamiseen riittdad muuttaa
kahta taulukon kohtaa. Esimerkiksi jos vilille 1...4 lisataan luku 2, taulukon
kohtaan 1 lisatdén 2 ja taulukon kohdasta 5 poistetaan 2. Tulos on tassa:

Yleisemmin kun taulukon vilille a...b lisdtdan x, kohtaan tl[a] lisdtdan x ja
kohdasta t[b + 1] vihennetidén x. Tarvittavat operaatiot ovat summan laskemi-
nen taulukon alusta tiettyyn kohtaan seké yksittdisen alkion muuttaminen, eli
tutut bindéri-indeksipuun ja segmenttipuun operaatiot.
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Luku 10

Bittien kasittely

Téasséd luvussa tutustumme C++:n bittioperaatioihin, jotka kisittelevit koko-
naislukuja bittimuodossa. Niiden avulla syntyy tietorakenne bittitaulukko, jo-
ka mahdollistaa tehokkaan osajoukkojen kasittelyn. Lopuksi ndemme, kuinka
bittitaulukkoa voi kayttaa dynaamisessa ohjelmoinnissa.

10.1 Luku bitteina

Bindarijarjestelméssa luvut esitetdan kayttaen kahta numeroa eli bittia. Idea-
na on muodostaa luvut samalla tavalla kuin tutussa kymmenjirjestelméssa,
mutta kaytettdavissd ovat vain numerot 0 ja 1.

Seuraavassa taulukossa on lukujen 0-31 bittiesitykset:

luku | bitteina || luku | bitteina || luku | bittein& || luku | bitteina
0 8 1000 16 10000 24 11000

1 9 1001 17 10001 25 11001
10 10 1010 18 10010 26 11010
11 11 1011 19 10011 27 11011
100 12 1100 20 10100 28 11100
101 13 1101 21 10101 29 11101
110 14 1110 22 10110 30 11110
111 15 1111 23 10111 31 11111

O O LN H O

Luvun bittiesityksen saa laskettua kéatevésti jakamalla lukua 2:1la, kunnes lu-
vusta tulee 0. Bittiesitys muodostuu néin saaduista jakojaiannoksista kadntei-
sessi jarjestyksessd. Esimerkiksi luvun 22 bittiesitys 10110 syntyy néin:

e 22/2=11,j540

11/2 =5, jaa 1

5/2=2,ja4a 1

2/2=1,j44 0

1/2=0,ja4 1
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Bittiesityksen saa takaisin luvuksi kertomalla jokainen bitti sen kohtaa vas-
taavalla 2:n potenssilla. Esimerkiksi bittiesityksesta 10110 tulee

1-24+0-22+1-22+1-21+0-2°=22.

10.2 Bittioperaatiot

C++:n bittioperaatiot ovat and (&), or (1), xor ("), negaatio (~) seka bittisiirrot
(<< ja >>). Nama operaatiot tekeviat muutoksia lukujen bitteihin. Katsotaan
seuraavaksi, miten operaatiot toimivat tarkkaan ottaen.

10.2.1 And-operaatio

And-operaatio a & b tuottaa luvun, jossa on ykkosbitti niissd kohdissa, joissa
seki a:ssa ja b:ssid on ykkosbitti. Esimerkiksi 22 & 26 = 18:

22 10110
26 11010
& 18 10010

10.2.2 Or-operaatio

Or-operaatio a | b tuottaa luvun, jossa on ykkosbitti niissé kohdissa, joissa a:ssa
tai b:ssé on ykkosbitti. Esimerkiksi 22 | 26 = 30:

22 10110
26 11010
[ 30 11110

10.2.3 Xor-operaatio

Xor-operaatio a A b tuottaa luvun, jossa on ykkosbitti niissé kohdissa, joissa jo-
ko a:ssa tai b:ssa (ei molemmissa) on ykkosbitti. Esimerkiksi 22 A 26 = 12:

22 10110
26 11010
A 12 01100

10.2.4 Negaatio

Negaatio ~a kddntaa luvun bitit, eli jokaisesta nollabitista tulee ykkosbitti ja
painvastoin. Negaation tulkinta lukuna riippuu luvun tyypista. Tavallisesti lu-
vun bittiesityksen ensimmaéinen bitti ilmaisee, onko luku positiivinen vain ne-
gatiivinen, mink& vuoksi negaatio muuttaa luvun merkkia.

Esimerkiksi ~22 tuottaa tuloksen —23, jos luvun tyyppiné on int. Tdma joh-
tuu siitd, ettd int-luvut tallennetaan sisiisesti kahden komplementtina, jolloin
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~a = —a — 1. Bittimuodossa tilanne néayttiaa seuraavalta:

22 00000000000000000000000000010110
-23 11111111111111111111111111101001

Bitteja on yhteensa 32, koska int-tyyppi on 32-bittinen.

10.2.5 Bittisiirto

Bittisiirrot siirtdvat luvun bitteji vasemmalle tai oikealle. Operaatio a << k
siirtaa bitteja k askelta vasemmalle, ja operaatio a >> k siirtda bitteja & as-
kelta oikealle. Vasemmalle siirtdessa oikealle ilmestyy nollabitteja, ja oikealle
siirtdesséa oikealta poistuu bitteja.

Esimerkiksi 5 << 2 = 20, koska 5 on bittimuodossa 101 ja siirron jalkeen tu-
loksena on 10100 eli lukuna 20. Vastaavasti 26 >> 3 = 3, koska 26 on bittimuo-
dossa 11010 ja siirron tuloksena on 11 eli 3.

10.2.6 Sovelluksia

Seuraava koodi tarkistaa, onko luvun a bitti 2 oikealta laskien ykkosbitti:

if (a&(1<<k)) {

Seuraava koodi muuttaa luvun a bitin £ ykkosbitiksi:

a |= (1<<k);

Seuraava koodi muuttaa luvun a bitin £ nollabitiksi:

a &= (T(1<<k));

Seuraava koodi muuttaa luvun a bitin £ pdinvastaiseksi:

a "= (1<<k);

Huomaa myés, ettd luvun viimeinen bitti kertoo parillisuuden elia & 1 on O,
jos a on parillinen, ja 1, jos a on pariton. Liséksi a << k vastaa luvun kertomista
2:1la k kertaa ja a >> k vastaa luvun jakamista 2:1la & kertaa.

Bittioperaatioiden yhteydessa kannattaa kayttaa runsaasti sulkuja, koska
C++:n kayttama laskentajéarjestys voi yllattda. Esimerkiksi merkintd a&1<<k
tulkitaan (a&1) <<k eiki a& (1<<k).

10.3 Bittitaulukko

Bittitaulukko (bit array) on tietorakenne, joka perustuu luvun bittiesitykseen.
Ideana on, ettd kukin luvun bitti on yksi taulukon alkio. Bittitaulukon koko
riippuu siitd, montako bittid lukuun voi tallentaa. Esimerkiksi 32-bittista int-
tyyppia kayttdessa bittitaulukon koko on 32 alkiota.
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10.3.1 Rakenne

Bittitaulukko muodostuu yleenséa niin, ettda luvun viimeinen bitti on taulukon
ensimmadinen alkio, toiseksi viimeinen bitti on taulukon toinen alkio jne. Esi-
merkiksi luku 1234 on bitteind 10011010010, joten vastaava bittitaulukko on:

kohta ‘ 0 1
0 1

4
arvo ‘ 1

2 3 5 6 7 8 9 10 11 --- 31

0 0 01100 1 0 - 0
Bittitaulukon alkioita kasitellddn bittioperaatioiden avulla. Esimerkiksi seu-
raava koodi sijoittaa taulukon t kohtaan 5 arvon 1:

t |= (1<<5);

Bittitaulukon kiyttamisessi on kaksi hyotyd. Ensinnédkin alkioiden késitte-
ly bittioperaatioiden avulla on tehokasta. Lisédksi bittitaulukko vie vidhdn muis-
tia, koska jokainen alkio vie vain yhden bitin muistia.

Tarvittaessa bittitaulukko voi myos muodostua useamman luvun biteista.
Esimerkiksi jos kaytossa on int-tyyppi, alkiot 0-31 kuuluvat ensimmaiseen lu-
kuun, alkiot 32-63 kuuluvat toiseen lukuun jne.

10.3.2 Osajoukon esitys

Kateva bittitaulukon sovellus on joukon osajoukon esittdminen bittitaulukkona.
Talloin joukossa on yhtd monta alkiota kuin luvussa on bitteja, ja ykkosbitti
tarkoittaa, ettd alkio kuuluu osajoukkoon.
Esimerkiksi int-luvun avulla voi esittéi joukon {0,1,...,31} osajoukon. As-
keisen esimerkin mukaisesti 1234 tarkoittaa osajoukkoa {1,4,6,7,10}.
Bittioperaatioilla voi toteuttaa tehokkaasti joukko-operaatioita:

* a & b on joukkojen a ja b leikkaus (tdma sisaltaa alkiot, jotka ovat kum-
massakin joukossa)

* a | b on joukkojen a ja b yhdiste (tama sisdltaa alkiot, jotka ovat ainakin
toisessa joukossa)

* a & (~b) on joukkojen a ja b erotus (tdméa sisidltda alkiot, jotka ovat jou-

kossa a mutta eivat joukossa b)

10.3.3 Osajoukon lapikaynti

Bittitaulukkoa kiyttden kaikki joukon osajoukot voi kdyda lépi for-silmukalla.
Seuraava koodi kay lapi kaikki n alkion joukon osajoukot:

for (int b = 0; b < (1<<n); b++) {
// osajoukon b kdsittely
+
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Naiin voi ratkaista esimerkiksi seuraavan tehtavan:

Tehtdvda: Annettuna on joukko, jossa on n lukua. Tehtavana on laskea, mo-
nessako osajoukossa lukujen summa on x.

Seuraava koodi olettaa, etta luvut ovat t[0],t[1],...,t[n — 1]. Koodi kay lapi
osajoukot ja laskee muuttujaan ¢, monessako osajoukossa lukujen summa on x.

int ¢ = 0;
for (int b = 0; b < (1<<n); b++) {
int s = 0;
for (int i = 0; i < n; i++) {
if (b&(1<<i)) s += t[i];
}

if (s == x) c++;

10.4 Dynaaminen ohjelmointi

Bittitaulukkoa voi hyodyntda dynaamisessa ohjelmoinnissa niin, ettd dynaami-

sen ohjelmoinnin tilana on bittitaulukkona esitetty osajoukko. Yksi usein esiin-

tyva tekniikka on muuttaa permutaatioiden lapikaynti osajoukkojen lapikéayn-

niksi dynaamisen ohjelmoinnin avulla. N&in on seuraavassa tehtavassa:
Tehtdva: Talossa on hissi, jossa suurin sallittu paino on x. Pohjakerroksessa

on n henkil64, jotka haluavat matkustaa ylimpédédn kerrokseen. Kun tiedossasi

on kunkin henkilon paino, miké on pienin mahdollinen hissimatkojen méaara?
Tarkastellaan esimerkkii, jossa hissin painoraja on 10 ja henkil6t ovat:

henkil6 paino

A 3
B 4
C 5
D 7

Tassé tilanteessa tarvitaan kaksi hissimatkaa. Ensin hissilld menevit hen-
kilot A ja D (yhteispaino 10) ja sen jalkeen B ja C (yhteispaino 9).

Yksi ratkaisu tehtiaviaidn on kdyda lapi kaikki henkiléiden permutaatiot ja
laskea joka permutaatiosta, montako hissimatkaa tarvitaan, jos henkil6t me-
nevit hissiin permutaation jarjestyksessa. Tassid on kuitenkin ongelmana, etta
permutaatioiden méaara n! on suuri luku.

Dynaamisen ohjelmoinnin ratkaisu laskee jokaiselle henkil6iden osajoukol-
le, mikid on paras tapa viedad henkil6t ylos. Paras tapa on sellainen, etti his-
simatkoja on mahdollisimman véahén. Jos vaihtoehtoja on useita, niista paras
valinta on sellainen, jossa viimeisen hissin lastin paino on mahdollisimman pie-
ni.

Esimerkiksi osajoukolle {A,B,D} paras ratkaisu on 2 hissimatkaa, jossa vii-
meisen hissimatkan lastin paino on 4. Tédssi ratkaisussa ensin menevit henki-
16t A ja D (yhteispaino 10) ja sen jalkeen henkil6 B (yhteispaino 4).

Dynaamisen ohjelmoinnin rekursio muodostuu kdymalla lapi, kuka henki-
loistd menee hissiin viimeisenid. Esimerkiksi osajoukossa {A,B, D} vaihtoehdot
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ovat A, Bja D. Jos henkil6 A menee viimeisend, ongelmaksi tulee vied4 osajouk-
ko {B, D} ylos optimaalisesti, ja vastaavasti muissa valinnoissa.

Kiteva ominaisuus bittitaulukoissa on, ettd jos A on B:n osajoukko, niin A:n
bittitaulukko on pienempi kuin B:n bittitaulukko. Tamén ansiosta osajoukot voi
kayda lapi bittitaulukoiden jarjestyksessa.
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